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Numerische Integration von Anfangswertproblemen,
Teil 2 (Praxis)

Die Losung von Aufgaben, die bereits im Teil 1 des Skripts mit Hilfe von MATLAB begonnen
wurde, wird hier an typischen Beispielen erldutert. Weil dafiir die im Teil 1 praktizierte Definition
der Differenzialgleichungen als Inline-Functions nicht mehr praktikabel ist, soll zunéchst eine
Einfiihrung in die Arbeit mit MATLAB-Functions gegeben werden.

Functions in MATLAB
MATLAB kennt zwei Arten von M-Files:

¢ Script-Files akzeptieren keine Eingabe-Argumente und liefern keine Ausgabe-Argumente
ab (alle im Teil 1 behandelten Beispiele wurden mit Script-Files realisiert).

¢ Function-Files akzeptieren Eingabe-Argumente und konnen Ausgabewerte abliefern.
Function-Files miissen mit dem Schliisselwort function beginnen, Functions haben einen
Namen. Functions kdnnen aus anderen M-files (Scripts oder Functions) aufgerufen werden,
deshalb sollte der Name der Function mit dem Dateinamen (ohne die Extension .m)
iibereinstimmen.

In einem Function-File konnen mehrere Functions untergebracht sein, was gern ausgenutzt wird,
um tiibersichtlich zu programmieren. Dann kann natiirlich nur der Name einer Function mit dem
Dateinamen iibereinstimmen. Alle weiteren Besonderheiten werden nachfolgend an Beispielen
erlautert.

Im MATLAB-Script RKPendel.m im Teil 1 wurde der Runge-Kutta-Algorithmus in einer
Schleife folgendermal3en realisiert:

for i=l:n
kElphi = phip [omegalil)l »
kElom = omedqap (t(i),phi{i),omnegafi), faktor)] :
kEzZprhi = phip (omegali)+klom*dc/2)
EZom = omegap (t(i)4+dt/2,phi(i)+klphi*dt/2, omeqali)+klon*dt/2, faktor) »
kdphi = phip (omedgal(i)j+kZom*dt/2) !
E3on = owmegap (t(i)+dc/2,phi(i)+kZphivde/2, onega(i)+kZon¥de/2, faktor) ;
kdphi = phip (omegali)+k3on*dt) ;
Edom = omegap (C(i+l),phi(i)+k3phi*dt,onegali)+kdon*de,faktor)

phi  (i+l) = phi (i) + (klphi + 2*kZphi + 2*k3phi + kdphi) * dt/f6 ;
omegali+l) = omegal(i) + (klom + 2%kZom + 2¥k3om + kdom) * do/e
end

Je viermal mussten die ersten Ableitungen aus unterschiedlichen Werten fiir die Zeit, den Winkel
und die Winkelgeschwindigkeit berechnet werden. Dafiir wurden jeweils die beiden Differenzial-
gleichungen, die die Bewegung des Stabpendels beschreiben

¢ = , (i)=—§sin(p ,

21
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ausgewertet. Diese waren als Inline-Functions folgendermal3en definiert:

inline [('omega','omega')
inline [('-faktor*ziniphi)','t','phi','onega','faktor') :

phip
QLLEFap

Dies wird wie folgt gedndert, wobei konsequent auf die Anpassung an die Strategie hingearbeitet
wird, die fiir die Nutzung der in MATLAB fiir die numerische Integration von Anfangswert-
problemen angebotenen Functions verwendet werden muss:

¢ Die Inline-Functions werden durch "normale" MATLAB-Functions ersetzt..

¢ Es werden keine Problemparameter an die Functions tibergeben (wie der Parameter faktor
inder Inline-Function zur Berechnung von omegap). Die Parameter werden trotzdem nur
an einer Stelle definiert und als global deklariert, um sie mit den gleichen Werten in den
Functions verfiigbar zu haben.

¢ Es wird nur eine Function fiir alle Differenzialgleichungen definiert (und nicht wie oben
fiir jede Differenzialgleichung eine). Diese liefert dann die Output-Werte (oben phip und
omegap) in einem Vektor ab.

¢ Konsequenterweise werden deshalb auch die entsprechenden Inputwerte (im Beispiel oben
phi und omega) in einem Vektor zusammengefasst.

Die MATLAB-Function, die die beiden oben gelisteten Inline-Functions ersetzt, sieht dann z. B.
SO aus:

2 C:\NetObjects Fusion 4.0\User, Sites\TMculDateien\Bewegungs_Dgln\BewDglPendel.m e @J@
Eile Edit Mjew Text Debug Breakpoints ‘Web ‘window Help
O ES B - # fr | & & I3 Stack: X
1 function xp = BewDglPendel [t , x) =
Al= global pl g % . Iiessen an anderer Stelle definiert sein.
= phi = xil) ; % Input-Terte kommen in
4| - omega = X[(2) % einem WVektor an.
Gif= phip = Omega ; % Die beiden Differenzialgleichungen
6| - omegap = -1,5%g/pl¥siniphi) ; % werden ausgewertet, ...
T ®p = [phip : owmegap] : % ... die Ergebnisse werden in einem Vektor abgeliefert. |
Ready

Diese Function lieBe sich auch kompakter schreiben, aber es wird vor allem im Hinblick auf
kompliziertere Probleme dringend empfohlen, stets zunéchst die Elemente des hier als x bezeich-
neten Inputvektors auf einfache "sprechende" Variablen zu libertragen und auch die Auswertung
der Differenzialgleichungen zunéchst einzeln vorzunehmen und dann die berechneten Werte zum
Outputvektor zusammenzustellen.

Diese Function mit dem Namen BewDglPendel wird in einer Datei BewDglPendel.m abgespei-
chert. Dann kann sie aus einem MATLAB-Script so aufgerufen werden, wie es in dem auf der
folgenden Seite zu sehenden Script RKPendel2.m zu sehen ist.

Der eigentliche Runge-Kutta-Algorithmus ist auf diesem Wege deutlich kompakter geworden, und
er wird auch bei Aufgaben mit mehr als zwei Differenzialgleichungen exakt diese Form haben.
Deshalb ist es naheliegend, auch diesen Algorithmus in eine Function zu verlagern. Diese miisste
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2} C:\NetObjects Fusion 4.0\ser Sites\TMcu\Dateien\Bewegungs_DglniRKPendel?. m* |Z|@|Pz|

File Edit “iew Text Debug Breakpoints eb ‘Window Help
L &S @« i Fr &8 I Stack: x
1 % Stabpendel mit PBunge-Kutta, Differenzialgleichungen in Function File
2 % BewDglPendel, angepasst an die Form, die die MATLAE-ode-Functions erwarten
3
4= global pl o
al—-| pl i % Pendellaenge
G| — q = 9.81 : % Erdbeschleunioqung
7
8| - td =0 ; phid = pi/fZ2 ; omegal = 0 ; L Anfangswerte
4q
10| - tEnd = 10 ; % Ende des Integrationsinterwvalls
11
2= n = 200 ; % Anzahl der Integrationsschritte
8= dt = (tEnd - £0) / n :
14
il = £ =+td: dt : tEnd H
16|—| = = geros (n+l,2) :
17
18 % Runge-Eutta-Algorithmis ————————— - e e
19/-| =(1,1) = phio :
200—| =(l,2) = omegal ;:
21
22 - for i=l:n
23| - kl = BewDglPendel (c{i),=x(i,:)) :
24| - kZ = BewDglPendel (tii)+dt/2Z,xii,:)+kl'*dcs2) :
25— k5 = BewDglPendel (t{i)+dt/2,x(i,:)+k2'*des/2) ;
26| - k4 = BewDglPendel (t{i+l),xi{i,:)+k3'*dt) ;
27| - wiitl,:) = x {i,:) + (kL' + 2%¥k2' + 2¥kE3' + k4') * dt/6 ;
28— end
29 % Runge-Eutta-Algorithmis ——————————— e
20
&= phiMin = mini(x{:,11)
32 - omegalax = max(abs(x(:,2)1)) % Extremwerte ---> Command Window
33| - plot (t,xi(:,1)1] % Graphik-Ausgabe phiit)
|
Ready

als Input die Information entgegennehmen, in welcher Function die Differenzialgleichungen
definiert sind (hier: BewDglPendel) und benotigt auBerdem die Anfangsbedingungen, das
Zeitintervall, fiir das die Losung erwartet wird, und die Anzahl der Abschnitte, in die dieses
Intervall zu unterteilen ist.

Der oben in den Zeilen 18 bis 29 zu sehende Runge-Kutta-Algorithmus soll einschlief8lich der
vorbereitenden Zeilen 12 bis 17 durch folgenden Function-Aufruf ersetzt werden:

= nge= Bt tEs Al g e E i e e e e S e e e e S e
[t ;, x] = tkd ['BewDglPendel' , [t0 ; tEnd] , [phil ; omegqal] , 2000 ;
= ige=KuCtasilgot thlsl smr s e e s e

Als Ergebnisse abgeliefert werden von dieser Function rk4 ein Vektor t, der alle Zeitpunkte
enthélt, fiir die phi- und omega-Werte berechnet wurden (einschlieBlich des Anfangszeitpunktes
201 Werte) und in einer Matrix x in zwei Spalten die berechneten phi- bzw. omega-Werte.Die
Function rk4 in einer Datei rk4.m kann z. B. so aussehen:
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%) C:\NetObjects Fusion 4.0\User Sites\TMcu\Dateien\MAWPrk4.m

File Edit Wiew Text Debug EBreakpoints Web ‘Window Help
O= &S i fr £ B Stack: x
1 function [t , =] = rkd (funh , tspan , x0 , nj
2
gl= tanf = tspanil) :
4 - tend = tapani(z) :
GEif= dt = (tend - tanf) / n :
G- | ndeq = length (x0) :
7
al- t = tanf : dt @ tend ;
9| - ¥ = geros (n+l,ndeq) ;
10
11 % Runge-Eutta-Algorithmis ———-————— -
2= for i=l:ndegqg
8= ¥il,i) = =x0(i) :
14| - end
14
16| - for i=l:n
17— kl = feval (funh,t{i),=x(i,:)1) :
18(- kZ = feval (funh,t(i)+dt/2,x(1i,:]1+cl ' #desz) ;
18- k3 = feval (funh,t(i)+de/2,x(i,:)1+2 #desz) ;
20| - kd = feval (funh,tii+l),x(i,:)+k3'%de)
21| - Wii+l, 1) = x (i,:] + (E1l' + 2%kK2' + 2%k3' + kd') * dt/6 ;
22 - end
23 % Bunge-Futta-Algorithmis —-———-————— oo
|
Ready

Auf folgende Besonderheiten soll aufmerksam gemacht werden:

¢ Die Anzahl der Differenzialgleichungen wird implizit aus der Lange des Vektors der
Anfangsbedingungen x0 entnommen (Zeile 6). Die Matrix, die die Ergebnisse aufnimmt,
wird mit einer entsprechenden Anzahl von Spalten definiert, ihre erste Zeile tibernimmt die
Anfangsbedingungen.

¢ Der erste Input-Parameter ist der Name der Function, die die Differenzialgleichungen
reprasentiert und die in der Runge-Kutta-Schleife mehrmals zur Berechnung mit unter-
schiedlichen Parametern genutzt wird. Das wird mit der von MATLAB dafiir vorgesehenen
Function feval realisiert. Diese iibernimmt als ersten Parameter den Funktionsnamen und
anschlieBend genau die Parameter in der Reihenfolge, die die Funktion bendtigt, deren
Name ihr auf der ersten Position {ibergeben wird.

Um die Wirkung der Function feval zu illustrieren: Die beiden Zeilen
kl = BewDglPendel (t(i) , x(i:)) -
(vgl. Script RKPendel2 auf der vorigen Seite) und
k1l = feval (funh , t(i) , x(i:)) ;

sind dquivalent unter der Voraussetzung, dass funh im feval-Aufruf den String ‘BewDglPendel’
(oder ein entsprechendes "Function handle", dazu spéter) enthilt.

Das Script RKPendel3.m arbeitet mit der Function rk4 (www.DankertDankert.de/rk4.m) :



http://www.DankertDankert.de/rk4.m
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2} C:\NetObjects Fusion 4.0\Wser Sites\TMculDateien\Bewegungs_Dgln\RKPendel3.m |Z”E”E|

File Edit Wiew Text Debug Breakpoints ‘Web Window Help
O = HS B o #fr 85 I3 Stack: X
1 % Stabpendel mit Bunge-Eutta, ufruf der Function rkd, der fast identisch
2 ¥ wit dem dufruf der MATLAE-ode-Functions
3
4| - global pl g
al-| pl S % Pendellaenge
G| — q = 9.3l : % Erdbeachleuniogung
7
g - ol = 0 ; phi0 = pi/f2 ; omegal = 0 ; % Anfangswerte
9| - tEnd = 10 ; % Ende des Integrationsinterwalls
10
11 % Bunge-Eutta-Algorithmis ——————————— -
= [t , %] = rkd ['BewDhglPendel' , [0 ; tEnd] , [phil ; omegal] , Z00) :
13 % Funge-Eutta-Algorithmis ——————————— -
14
18|—-| phi | R % Sortieren der Ergebniszze:
16| — omega = X(:,2) : % Spalte 1l: phi, 3palte Z: omega
17
18|—| phiMin = min(phi)
19| - omegalax = max (abs(omega)) % Extremwerte ---> Command Window
20— | plot (t,phi) % Graphik-Ausgabe phi(t)
1] | 3
Ready

Man beachte, dass jetzt drei M-Files zusammenarbeiten: Aus RKPendel3 wird die Function rk4
aufgerufen, und iiber den Function-Aufruf (Zeile) 12 wird mitgeteilt, dass rk4 die Function
BewDglPendel (via feval) aufrufen soll. Der Benutzer von rk4 muss sich jedoch auch bei der
Behandlung anderer Probleme um diese Function nicht mehr kiimmern.

Die MATLAB-ODE-Solver

Die gleiche Strategie, die oben mit der Function rk4 verfolgt wurde, muss auch fiir die in MAT-
LAB angebotenen "ODE-Solver" realisiert werden (ODE steht fiir "Ordinary Differential Equati-
on). Man kann z. B. in dem oben gelisteten Script die rk4-Aufruf-Zeile 12 einfach durch den
Aufruf des MATLAB-Standard-Solvers ode45 ersetzen:

% MaTLAB-Jolver oded’ ------——-—-—----——-o -
[t , %] = odedld [('BewDglPendel' , [t0 ; tEnd] , [phi0 ; omegal]) ;
% MATLAR-Solwer odedd ——===——== e e e e s e S e

Die Function ode45 arbeitet mit einem noch besseren Runge-Kutta-Formelsatz, der fiir jeden
Zeitschritt zwei Ergebnisse erzeugt: Eine Runge-Kutta-Approximation 4. Ordnung und eine
Néherung 5. Ordnung werden miteinander verglichen, ihre Differenz wird als MaB fiir den lokalen
Fehler benutzt, um damit die Schrittweite zu steuern.

Wegen dieser automatischen Schrittweitensteuerung entfillt der vierte Parameter (Anzahl der
Zeitschritte), der fiir das Arbeiten mit der Function rk4 erforderlich war: ode45 legt selbst fest, in
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wie viele Zeitschritte das Zeitintervall ¢, ... #,, unterteilt wird. Die Zeitschritte sind nicht mehr
dquidistant, deshalb ist die Matrix der Ergebnisse x immer im Zusammenhang mit dem Ergeb-
nisvektor t zu sehen. Die Lange des Ergebnisvektors kann gegebenenfalls mit der MATLAB-
Function length erfragt werden.

Das so modifizierte Script ODE45Pendel.m liefert zu- [ S, =13
néchst eher enttduschende Ergebnisse: Man erkennt im  [F2 52 o500 55 2 S5 0= '_'
nebenstehend zu sehenden Command Window, dass die ;} — — — =
beiden Extremwerte mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. |}, nimin -

Ordnung bei nur 200 Zeitschritten schon wesentlich bes-

ser gendhert wurden. Bl

Diese Erkenntnis wird sich als verallgemeinerungsfahig

erweisen: geRsla =

Die MATLAB-Standard-Einstellungen fiir die ode- 5.az3l

Solver sind in der Regel nicht ausreichend. Man |-... | -
kommt trotz der automatischen Schrittweitensteue- | | F‘
rung nicht umhin, Kontrollrechnungen mit unter- | ___ m

schiedlichen Schrittweiten durchzufiihren.

Fiir die MATLAB-ODE-Funktionen wird die Moglichkeit des Setzens geeigneter Optionen
angeboten. Relativ einfach zu realisieren ist die "MaxStep"-Option (MATLAB-Help: "Positiv
scalar, an upper bound on the magnitude of the step size that the solvers uses. The default is one-
tenth of the tspan interval."). Die Optionen werden mit der Funktion odeset gesetzt. Fiir das
behandelte Problem wird das MATLAB-Script zu ODE45Pendel2.m so modifiziert:

%) C:\NetObjects Fusion 4.0\User Sites\TMcu\Dateien\Bewegungs_DgIn\ODE45Pendel2.m E”E]E|

File Edit %ew Text Debug Breakpoints “Web ‘Window Help
= = B < dh fr & K I3 Stack: X
1 % Stabpendel mit dem odedS-3olwver worn MATLAE (mit gesetzter Maxitep-Option)
2
all= global pl g
4| - pl e - % Pendellaendge
&) = q = 9.31 : % Erdbeachleunioqung
B
il= i = 0 ; phil0 = pi/f2 ; omegal = 0 ; % Anfangswerte
g - tEnd = 10 ; % Ende des Integrationsinterwvalls
4q
10 £ MATLAE-Solver odedl ——- oo oo oo
11| - options = odezet ['MaxStep' , 0.1) :
iFa= [t , ®x] = odedl ['BewDglPendel' , [tO ; tEnd] , [phi0 ; omegal] , options) »
13 £ MATLAE-Zolver odedl ——- oo oo oo
14
18|-| phi 4l L i R % Sortieren der Ergebniszse:
16| - omega = X(:,2) : % Spalte 1: phi, 3palte Z: omega
17
18|-| phiMin = miniphi)
19| - onedgallax = max(abs (onega) ) % Extremwerte ---> Command Window
201-| plot (t,phi) % Graphik-Ausgabe phi(t)
1] ’
Ready
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In der Scriptzeile 11 wird die "MaxStep"-Option auf den
Wert 0,1 gesetzt, und die so definierte Struktur options

wird der Funktion ode4S5 als vierter Parameter angeboten.

Dies hat zur Folge, dass sich das Ergebnis wesentlich ;iimn - =

verbessert (nebenstehendes "Command Window").

Generell kann folgende Empfehlung gegeben werden: B

Man verwende immer die MaxStep-Option und fiih- GeGaEY &

re mindestens zwei Berechnungen mit unterschiedli-

chen Werten aus (z. B. 0,1 und 0,01). Wenn die Er- 5.4245

gebnisse ausreichend gut iibereinstimmen, darf man

davon ausgehen, dass die Rechnung ''mumerisch > | B2

gesund" ist. | [
Ready

Systeme mit mehreren Freiheitsgraden,
Kopplung in den Beschleunigungsgliedern

Die Bewegung von Systemen mit n Freiheitsgraden wird durch Differenzialgleichungssysteme mit
n Differenzialgleichungen 2. Ordnung beschrieben. Diese konnen (wie im Teil 1 des Skripts fiir
einen Freiheitsgrad beschrieben) durch jeweils eine zusitzliche Variable pro Freiheitsgrad (Ge-
schwindigkeit oder Winkelgeschwindigkeit) in ein System von 2n Differenzialgleichungen 1.
Ordnung tiberfiihrt werden. Dann lduft die numerische Integration exakt so ab, wie sie in den

vorangegangenen Abschnitten beschrieben wurde.

Fiir die Analyse der Vertikalschwingungen eines Ra-

des infolge der Bodenunebenheiten und der Ubertra-
gung der Schwingungen auf die Karosse dient das skizzierte Berech-
nungsmodell: Zwischen dem Rad (Masse m; ) und der Karosserie
befinden sich eine Feder und ein Dampfungsglied (StoBddmpfer mit
geschwindigkeitsproportionaler Dampfung), auf denen ndherungsweise
ein Viertel der Karosseriemasse m lastet. Die Elastizitdt der Bereifung
wird durch die Federzahl ¢, erfasst. Dem Punkt 4 wird die Vertikalbe-
wegung u(f) aufgezwungen. Das System mit 2 Freiheitsgraden wird
durch folgende Differenzialgleichungen beschrieben (vgl. Dan-
kert/Dankert: Technische Mechanik, Seiten 691/692):

mg .

TxK + cK(xK—xR) + k(xk—xR)

my i, - cK(xK—xR) - k(xk—aéR) + cR(xR—u)
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Als zusitzliche Variablen werden die Geschwindigkeiten v, bzw. v, eingefiihrt, und man erhilt ein
Differenzialgleichungssystem mit vier Differenzialgleichungen 1. Ordnung:

Xy = Vg R
Ve = - [cK (xK— xR) + k(xk— XR)]/(mK/4) ,
Xp = Vp ,

Ve = [cK(xK—xR) - Cp (xR— u) + k()ék— x’:R)}/mR

Die Losung dieses Systems mit MATLAB findet man unter www.DankertDankert.de als Ergén-

zung zur Seite 692.

Leider kann bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden nicht immer der Formelsatz fiir die
Berechnung der ersten Ableitungen aller Variablen in dieser Form bereitgestellt werden (siche

folgendes Beispiel).

Ein Doppelpendel wird definiert durch die

beiden Pendelmassen m, und m,, die auf die
jeweiligen Schwerpunkte bezogenen Massentragheitsmomente
Jg, und Jg,, die Schwerpunktabstéinde von den Drehpunkten
s, und s, und den Abstand /; der beiden Drehpunkte vonein-
ander.

Der Weg zur Herleitung der nachfolgend angegebenen
Bewegungs-Differenzialgleichungen fiir die freien
Schwingungen dieses Systems mit zwei Freiheitsgraden wird
in "Dankert/Dankert: Technische Mechanik" auf den Seiten
634/635 beschrieben:

2
S1 ] . Ja m, m, S,

— — COS -
m 1 (¢, -9,

+
+

m, §,

171

.y . s m .
2% 2 ine, - ay) - [—1 : _2] £ sing,

®,

I m) &

2
m, s . m,| s J .
ot o) -2 2] 2,
1 4 1\ 4 m, 1|
m, S, .o . m, s .
= _21_2 P, Sln(q)l _(pz) - 228 sing,
14 my I 1

Man erkennt die Besonderheit, die leider eher die Regel als die Ausnahme ist: In den beiden
Differenzialgleichungen kommen jeweils beide Beschleunigungen vor. Durch Einfiihren der neuen

Variablen
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w, =@ und w, = @,

bzw. ®, = ('[31 und W, = (T)2

wird aus den beiden Differenzialgleichungen 2. Ordnung auch hier ein System von 4 Differenzial-
gleichungen 1. Ordnung, von denen allerdings zwei in den Ableitungen gekoppelt sind. Das
Differenzialgleichungssystem kann z. B. so formuliert werden:

¢, = W,
¢, = 0,
a;; ®; + a0, = b
A, O + a0y = b

1
2

mit den entsprechenden Ausdriicken fiir a,,, ,,, a,,, b, und b,, die aus den Differenzialgleichungen
abzulesen sind. Auf Seite 694 in "Dankert/Dankert: Technische Mechanik" wird gezeigt, wie man
auf bequeme Art die Gleichungen nach den ersten Ableitungen auflosen kann.

Besonders komfortabel arbeitet man allerdings mit Programmen, denen man die gekoppelten
Gleichungen direkt anbieten kann. Die ODE-Solver von MATLAB sind z. B. auf die Losung von
Systemen der Art

M,y) y' = f@t.y)

eingerichtet. Fiir das Doppelpendel kann das System so aufgeschrieben werden:

10 o o Jle | [e
o 1 0 0 o, | |
0 0 aj, a, ®, ) b,
0 0 a, an | | e, _ b,

Fiir die MATLAB-ODE-Solver miissen dann jeweils eine Function, die die Matrix M definiert, und
eine Function, die die "rechte Seite" definiert, bereitgestellt werden. Dies muss iiber die bereits in

anderer Eigenschaft verwendete odeset-Funktion angekiindigt werden. Auf der folgenden Seite ist
das komplette MATLAB-Script zu sehen:

. Es wurde als "Function file" geschrieben, um auch &
die beiden zusétzlich erforderlichen Functions in
dieser Datei unterbringen zu kénnen. té
] 3 ] 13 ] 4 b"
. Mit nargin wird gepriift, ob die Funktion Doppel- A i

Pendel mit den beiden Input-Parametern (An-
fangswerte fiir die beiden Koordinaten) aufgerufen
wurde, anderenfalls werden Standardwerte (neben-
stehende Skizze) benutzt.

. Die Parameter (Massen, Langen, Tragheitsmomen-
te), die das Doppelpendel charakterisieren,werden global deklariert, damit Anderungen
der Zahlenwerte nur an einer Stelle notig sind.



"Salto riickwérts" folgt.

J. Dankert: Numerische Integration von Anfangswertproblemen, Teil 2 (Praxis) 10
B) c:\netobjects fusion 4.0\user sites\tmculdateien\D oppelpendel. m*
File Edit View Text Debug Breakpointz web Window Help
DEWE| frERoc | fhH| 88| EREDE| s x|
1 function DoppelPendel (phildnf , phiZinf) -
2
Al if nargin == % Btart nit worgegebenen Anfangswerten?
4= x0 = [phildnf ; phizZinf ; 0 : 0] ! % Anfangswerte [phil ; phiZ ; omegal ; omegaZ]
gl=| else
6| — ¥0 = [pirz ;0 ;0 ;0] : % Default-anfangswerte
7l=| end
a
9 % Parameter (global definiert, damit Wertaenderung rmur an einer Stelle erforderlich):
10(— global mdm J1 J2 =1 =2 gdl
l|= wdm = 1 ; JL = 1./l ; J2 = 1./12 ; sl = .5 ; s& = .5 ; gdl = 9.581 ;
%
13- tapan = [0 107 : % Zeitinterwall
14
14 % Integration des Anfangswertproblems:
16| = options = odeset|'Mazs' , [@Massenmatrix , 'Max3tep' , 0.01) :
17| - [t =] = oded5 (BRechteleite , tspan , x0 , options) :
18
14 % Grafische Ausgabe won phil und phi2, zunaechst "Sortieren der Ergebnisse™:
20| - phili = [1 00 0] *# ®' » % x' ist die transponierte Matrix der Ergebnisse,
21|=| phizZi = [0 1 00] * x' ; % phili und phiZi sind Vektoren
a3
23 - subplotiz,1,1) : plot (t , phili} , grid on , title ('phil-t-Diagramm:')
Al = subploti{z2,1,2) » plot (£t , phiZi) , grid on , title ('phizZ-t-Diagramm:')
25
26 R e o o T e ]
27 % Funktion, die die "Massenmatrix™ des Dgl.-Systems definiert:
28 function M = Massemmatrix (t , =)
249
A= global mdw J1 J2 51 =2 gdl
31
= c = cos(x(l)-xi2));
33| - M=[1000;:;0100;00 =z1":2+T14ndn ndw*s2%c ; 0 0 ndn*s2*%c ndw*sz242+J2] ;
34
34 % =============ss=ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss
36 % Funktion, die die "rechte 3eite”™ des Dgl.-Systems definiert:
ar function £ = RechteSeite (T , x)
38
38| - global mdw J1 J2 =51 =2 gdl
40
11| = 2 = gin(x(l)-®i2)):
At = £ = [x(3) ; xi(4) ; -mdw*s2*x(4)*2%3- (sl+ndn) *gdl*sin(x (1)) ndn*s2*x(3)*2¥s-ndn*s2¥gdl*sin(x(2))];:
43 =
1 12
Ready
. Mit odeset wird (neben der in diesem Fall zwingend zu setzenden "MaxStep-Option") mit
der "Mass-Option" angekiindigt, dass ein System der Art
!/ _
M@.y) y' = ft.y)
geldst werden soll und dass die Matrix M inder gy Pl 3
Funktion Massenmatrix definiert wird. Diese  fie Edt Vew It Took iwindow Hep
Function wird mit ihrem "Handle" (Zeichen @, lpzasrars oo
. = . phil-t-Diagrarnem:
gefolgt vom Namen der Function) angekiindigt. 2 ; ; ; ;
. . . . . . R O SR
. In Zeile 17 wird die Funktion RechteSeite . :
(auch via "Handle" angekiindigt, so dass die 1 i i i
beiden ab Zeile 28 bzw. ab Zeile 37 definierten ,
Funktionen gemeinsam das Differenzialglei- d z e 2 8
. phi2-t-Diagrarmm:
chungssystem definieren. 5 , , ; ;
Nebenstehend sind die recht bizarren Funktionsverlaufe | A S e i A
zu sehen. Man erkennt, dass das untere Pendel mit ei- - - sl Te—— AR, CRIS.
nem "Salto" beginnt, dem nach wenigen Sekundenein =~ ;
2 4 ] g 10
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Ereignisse (“Events”)

Typische Ereignisse, die wihrend der Bewegung eintreten konnen, sind zum Beipiel:

¢ Antriebskrifte oder -momente werden zugeschaltet oder abgeschaltet.

¢ Die Bewegung kommt (voriibergehend) zum Stillstand.

¢ Eine Masse schligt an eine Feder an bzw. entfernt sich wieder.

¢ Eine Masse kommt in einen Bereich mit plotzlich geandertem Bewegungswiderstand (z.

B. gedndertem Gleitreibungskoeffizienten).

Es ist naheliegend, in der Function, in der die ‘ a
Differenzialgleichungen ausgewertet werden, 7o |
die Parameter in Abhédngigkeit von der Zeit,
dem Ort bzw. der Geschwindigkeit (alle Infor-
mationen stehen in dieser Function bereit) je-
weils an die aktuellen Werte anzupassen. Die-
se Strategie funktioniert in den meisten Fillen
auch.

Z X | TRl T T TN
AR H R | R R R R RITIA

So kann die nebenstehend skizzierte Aufgabe
(entnommen aus “Dankert/Dankert: Techni-
sche Mechanik”, Seite 697) durchaus so gelost
werden, wobei die beiden Ereignisse (Antriebskraft Fy wird nach 1 s abgeschaltet, Laufkatze stof3t
nach dem Zuriicklegen der Strecke a an die Feder) wie oben beschrieben durch Abfrage von Zeit
bzw. Weg in der Function “bemerkt” werden. Die Differenzialgleichungen sollten also unter
Beriicksichtigung von Antriebskraft und Feder formuliert werden, und F,, bzw. ¢ sollte jeweils in
Abhéngigheit von der Zeit bzw. des Weges der Laufkatze der gegebene Wert oder der Wert 0
zugewiesen werden.

“Ganz sauber” ist diese Strategie nicht (allerdings sehr einfach zu realisieren und deshalb meistens
“einen Versuch wert”). Probleme kénnen dadurch auftauchen, dass die Losungsalgorithmen in
einem Zeitschritt mehrere Funktionswertberechnungen zu verschiedenen Zeitpunkten abfordern
(beim Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung z. B. am Anfang, in der Mitte und am Ende des Zeit-
schritts). Das Ereignis kann (und wird in der Regel) innerhalb eines Zeitschritts liegen, so dass die
Funktionswertberechnungen mit unterschiedlichen Parametern ausgefiihrt werden. Insbesondere
bei Algorithmen mit automatischer Schrittweitensteuerung (wie z. B. die MATLAB-ode-
Functions) kann dies zu einem “Festfahren” der Rechnung fiihren. Die Problematik soll an
folgendem kleinen Beispiel demonstriert werden.

Die skizzierte Masse m |_\/vv\/\,\_

ist durch eine Feder
gefesselt und kann sich im linken Be-
reich (x <a) reibungsfrei auf der Unter-
lage bewegen, im rechten Bereich (x >a)
ist Gleitreibung mit dem Gleitreibungs-
koeffizienten p zu beriicksichtigen. In
der skizzierten Lage ist die Feder entspannt.
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Die Masse m wird um x, = 2a ausgelenkt und ohne Anfangsgeschwindigkeit freigelassen. Man
stelle die Weg-Zeit- und die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion der Masse m fiir die ersten 10
Sekunden der Bewegung graphisch dar.

Geg.m=20kg ; ¢c=300Nm ; u=04; a=05m ; g=981m/s* .
Das Problem kann durch eine Bewegungsdifferenzialgleichung
mi+cx+rumg=20

beschrieben werden, wenn fiir die Parameter p und r folgende Abhéngigkeiten beriicksichtigt
werden:

. p=0firx<aundp=04 fir x >a,
. r=1 bei Bewegung nach rechts (positive Geschwindigkeit) und r=-1 bei Bewegung
nach links.

Unter www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 28-5/aufgabe 28-5.html wird die Losung dieser
Aufgabe mit MATLAB ausfiihrlich behandelt. Hier soll das Fazit aus den verschiedenen Losungs-
strategien gezogen werden.

Die nachfolgend zu sehende Function realisiert die Auswertung der beiden Differenzialgleichungen
1. Ordnung mit der “nicht ganz sauberen” Strategie:

2} C:\NetObjects Fusion 4.0Wser Sites\TMculDateien\AWP\FederMasseR. .. EI[E|E|

File Edit Yiew Text Debug Breakpoints ‘Web ‘Window Help
b= E &S L3 ¢ fr | &K B Stack X
1 ¥ FPunktion, die die "rechte Seite™ des Dgl.-Svstems definiert:
2 function £ = FederMasseReibung Dgl ([t , =xvE)
3
4 L Input: Aktueller Zeitpunkt € und die Werte fuer Weg xi und
5 % Geschwindigkeit wi zu diesem Zeitpunkt im Vektor =vt = [x ; w]
Fi
¥ L Output: *xPunkt und wPunkt im Vektor £ = [xPunkt ; vPunkt]
a
9| - global mw Cc wy a o
10
11] = ®i = ®wtil) :
2= wi = XWwC(Z) ;
13
14— if (xi < a) mwyg = 0 ; else wyg = wy ; end
3| = if (wi > 01 =1 ; else ¢ = -1 ; end
16
17|—| wxPunkt = wi :
18|—| wPunkt = - c*xifm - r¥*wyg*g ;
14
201 - f = [xPunkt ; vPunkt] :
Ready

Die beiden umrahmten Zeilen sorgen dafiir, dass fiir p und » immer die passenden Werte verwen-
det werden, wenn in den nachfolgenden Zeilen 17 und 18 die Werte fiir die Ableitungen von
Geschwindigkeit und Weg berechnet werden. Das nachfolgend zu sehende MATLAB-Script 1st
die Differenzialgleichungen unter Verwendung der ode45-Function:


http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe_28-5/aufgabe_28-5.html
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%) C:\NetObjects Fusion 4.0\Wser Sites\TMcu\Dateien\MAWP\FederMasseReibun... EJE|E|

File Edit Miew Text Debug Breskpoints Web ‘Window Help
LeEeE S o b oFr & E IR Stack: x|
1 - clear all =
2
3 % Parameter [(global definiert, damit Wertaenderuang nur an
4 % einer 3telle erforderlich):
&= global m ©c Wy a o
Bl—| m=20;c=2300;my=0.4;a=0.58;qgs=2>82%81;
¥
8- x0 = [2%a ; 0] : % Anfangswerte
9| - tspan = [0 10] : % Zeitinterwall
10
11 % Integration des Anfangswertproblems:
2= options = odeset ('Max3tep' , 0.1) :
13| - [t ®xw] = odedf ['FederMasseReibung Dgl' , tspan , ®0 , options) @
14
15 % Grafische Ausgabe, zunaechst "3cortieren der Ergebnisse™:
16| — ®x = [1 0] % ww' ; % xw' ist die transponierte Matrix der Ergebnisse,
17| - v = [0 1] * xw!
18
19| - subplotiZ,1,1) ; plot (t , ®) , grid on , title ('x-t-Diagramm:')
20| - subplotiz,1,2) ; plot (t , w) , grid on , title ('v-t-Diagramm:')
1
22| - Zeitachritte = length (t)
23| - End ® = xiZeitschricre)
24|-| End_v = wiZeitschritre) =
Ready

Das Ergebnis der Rechnung entspricht den Erwartungen:

w-t-Diagramim:

) —----
e

Das Weg-Zeit-Diagramm zeigt die (infolge der Reibung) kiirzer werdenden Amplituden bis zu dem
Zeitpunkt, zu dem die schwingende Masse den Bereich x >a = 0,5 m nicht mehr erreicht. Weil
dann keine Reibung mehr zu beriicksichtigen ist, bleiben ab diesem Zeitpunkt die Ausschldge
konstant.

Aber schon kleine Anderungen der Parameter konnen das Verfahren iiberfordern. Die Masse
kommt im Bereich x >a bei jeder Bewegungsumkehr kurz zum Stillstand, und bei grof3erem
Reibungskoeffizienten (oder geringerer Federsteifigkeit) kann die Situation eintreten, dass die
Federkraft nicht ausreichend ist, um die Reibkraft zu iberwinden (ganz korrekt miisste man im
Moment des Stillstands sogar tiberpriifen, ob die Haftungskraft mit dem in der Regel groferen
Haftungskoeffizienten iiberwunden werden kann). Aber dieser Zeitpunkt wird natiirlich nie genau
getroffen, was zur Folge hat, dass die MATLAB-ode45-Function die Schrittweite an dieser Stelle
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stdndig verfeinert, so dass man schliefSlich die Rechnung abbrechen muss (Ctrl-C im Command
Window bricht eine MATLAB-Rechnung ab).

Fiir das betrachtete Beispiel tritt ein solcher Fall z. B. auf, wenn man nur den Reibungskoeftizien-
tenaufden Wert p =0,8 dndert. Wahrend dies fiir die MATLAB-ode45-Function dann schon ein
Fall fiir den Ctrl-C-Abbruch ist, fiihrt ein Verfahren mit konstanter Schrittweite (z. B. die Function
rk4) bei sehr feiner Schrittweite "nur zu einem Hin-und-Her-Wackeln auf der Stelle", was natiirlich
auch kein befriedigendes Ergebnis ist. Wirklich sauber kann man solche Situationen mit dem
MATLAB-Event-Handling abfangen.

MATLAB-Event-Strategie

Die MATLAB-Event-Strategie wird an dem gerade behandelten Beispiel demonstriert. Unter
www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 28-5/aufgabe 28-5.html findet man die komplette Losung
in dem Function-File FederMasseReibung2.m. Hier wird an Ausschnitten aus dieser Datei die
Strategie erldutert:

Es werden drei Ereignisse ("Events") definiert, auf die die Rechnung besonders reagieren soll:
¢ Ereignis 1: "Geschwindigkeit Null",

¢ Ereignis 2: "Punkt x = @ wird passiert in Richtungx>a ",

¢ Ereignis 3: "Punkt x = @ wird passiert in Richtung x <a "

Die Ereignisse miissen in einer speziell dafiir zu schreibenden Function (mit beliebigem Namen)
definiert werden, und der MATLAB-ode-Function muss iiber die Optionen mitgeteilt werden, dass
eine solche Ereignis-Function ausgewertet werden soll. Das Schliisselwort fiir diese Option heif3t
"Events", so dass eine odeset-Zeile (hier auch mit der stets empfohlenen MaxStep-Option)

options = odeset ('MaxStep' , 0.1 , 'Events' , @Ereignis) ;

ankiindigt, dass eine Function mit dem Namen "Ereignis" die auszuwertenden Ereignisse definiert.
Diese kann z. B. so aussehen:

63 R e S e e
64 function [walue,isterminal,direction] = Ereignis (t,xvt)
Ba|— global m c wy a g r myg

BE

BT|— ¥ o= Hwt(l)] »

B3| — v o= ®XWL(Z) :

G9(— walue(l) = w ; % Ereignis 1l: "Geschwindigkeit Null™
70— isterminal({l) = 1 ; % Abbruch ...

71 direction(l]) = 0 ; % . in jedem Fall

T2

T3[- value(Z) = Xx-a ; % Ereignis 2Z: "Punkt xX=a erreicht™
74— isterminal(2) = 1 ; % Abbruch, ...

75 direction(Z) = 1 : % . wenn Bewegqung nach rechts

76

7= walue(3) = x-a ;} % Ereignis 3: "Punkt x=a erreicht™
Ta[- isterminal(3) = 1 ; % Abbruch ...

79 direction(3) = -1 ; % . wenn Beweogung nach links

Die Function bekommt als Input die gleichen Werte (Zeit und Vektor der Bewegungsgrofien) wie
die Function fiir die Definition der Differenzialgleichungen (hier: FederMasseReibung Dgl). Sie


http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe_28-5/aufgabe_28-5.html
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muss fiir jedes Ereignis 3 Werte abliefern: Eine “Nullfunktion” (hier auf Vektor value) definiert
durch ihre Nullstelle das Ereignis, auBerdem: Was soll beim Eintreten dieses Ereignisses ge-
schehen (hier auf isterminal: 1 bedeutet Abbruch, 0 wiirde Weiterrechnung bedeuten), und soll
dies in jedem Fall (0 auf direction) geschehen oder nur beim Nulldurchgang in positive Werte (1)
oder nur beim Nulldurchgang in negative Werte (-1)?

Alle Ereignisse flihren also in diesem Fall zum Abbruch der Rechnung. Die ode-Funktion liefert
bei gesetzter Event-Option drei zusétzliche Ergebnisse:

[t xv te xve ereig] = ode45(@FederMasseReibung Dgl , tspan , x0 , options) ;

Aufte werden die Zeiten abgeliefert, zu denen die Ereignisse eingetreten sind, auf xve findet man
die Zustandsgrofen der Bewegung zu diesen Zeitpunkten (hier: Wegkoordinaten und Geschwin-
digkeiten), der Vektor ereig enthilt die Ereignisnummern (hier 1, 2 oder 3).

Wenn die Ereignisse nicht zum Abbruch fiihren, kann man also nach Beendigung der Rechnung
erfahren, welche Ereignisse wann aufgetreten sind und welche Werte die Bewegungsgrof3en zu
diesen Zeitpunkten hatten. Wenn aber (wie in diesem Fall) jedes Ereignis zum Abbruch fiihrt, muss
jeweils entschieden werden, ob und wie die Rechnung fortgesetzt werden soll. Dabei beschreiben
immer die letzten Werte in den drei Output-Parametern te, xve und ereig das gerade eingetretene
Ereignis. Diese Informationen werden ausgewertet, um die Parameter (hier myq und r) zu aktuali-
sieren:

30| - lent = length (t) :

A= if (ti(lent) >== tend)

32| - cont = 0 ; % Ende erreicht, Abbruch der while-3chleife

33|- elae % ... war ein "Ereigniz" der Grund fuer den Abbruch
J4{- telen = length (te) :

3a|- tapan = [te(telen) tend] : E . weiter mit "Restintervall ...
36 =0 = [xwe(telen,l) xwveltelen,2)1] ; = . und neuen Anfangsbedinqungen
T - if ereigitelen) == % Ereignis "Geschwindigkeit Null™
38| - if abz({c¥xve(telen,l)) < wyl*m*g ...

39 & ¥weltelen,l) > a % Federkraft kleiner Haftkraft, ...
410 cont = 0 ; - . also Abbruch

41| = tout = [tout ; tend] :

42 = ¥wout = [¥vout ; [xw(lent,l) 0]] :

43| - elzeif wve(telen,l) < 0 r=1 : % Ez geht nach rechts weiter ...

44 else r=-1 : % ... bzw. nach links

4a(- end

46| = elzeif ereigitelen) == 2 wyq=wy : % Ereignis "ab sofort Reibung™

47| = elzeif ereigitelen) == 3 @wyq=0 % Ereignizs "&b sofort reibungsfrei™
4a(- end

449( - end

Weil die Rechnung mehrfach abgebrochen wird, ist die ode45-Funktion in eine while-Schleife
eingebettet. Die Ergebnisse, die nach jedem ode45-Aufruf auf dem Vektor t und der Matrix xv
abgeliefert werden, werden deshalb auf tout und xvout kumuliert:

Nach jedem Abbruch vor dem Ende des Integrationsbereichs wird die Rechnung innerhalb der
while-Schleife neu gestartet (beim Erreichen des Endes wird {iber cont =0 - Zeile 40 im oben zu
sehenden Ausschnitt - das Ende der while-Schleife initiiert). Dafiir muss das Restintervall an ode45
iibergeben, und als Anfangsbedingungen miissen die Werte zum Zeitpunkt des Abbruchs angesetzt
werden. Dies wird in den Zeilen 35 und 36 des oben zu sehenden Ausschnitts realisiert. Der
folgende Ausschnitt zeigt den Start der beschriebenen while-Schleife:
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2= tout =[] ; % Auf tout und xvout werden die Ergebhisse gesammelt
AR = xwvout = [] :
23 - cont = 1 ;
24
25/-| while cont == 1
26| - [t xv te xwe ereig] = oded5 (@FederMasseReibung Dgl , tspan , x0 , options) ;
27— tout = [tout ; t] : % Die gerade abgelieferten Ergebnisse werden an ...
28 Xwout = [xvout ; xv] ; % ... die bereits gespeicherten Ergebnisse angehaengt
29
30| - lent = length [t] :
M- e

Die Frage, ob die Bewegung nach dem Stillstand | M | iI

File Edit “iew Web Window Help

im Bereich x >a fortgesetzt wird, kann in die-
sem Fall mit dem dafiir zustdndigen Haftungs-

koeffizienten gestellt werden.

Die komplette Datei ist unter der oben angegebe-  |£eitschritte =
nen Internet-Adresse mit ausfiihrlichen Erlaute-
rungen zu sehen und steht zum Download bereit.
Mit den im vorigen Abschnitt gegebenen Werten
der Aufgabenstellung (Aufgabe 28-5) ergeben
sich die gleichen Ergebnisse wie mit dem Script 0. 5056
mit der “nicht ganz sauberen Losung”. Mit we-
sentlich vergrofertem Reibungskoeffizienten, fiir
die das im vorigen Abschnitt angegebene Script
versagte, liefert die Function FederMasseRei- 0
bung2.m die zu erwartenden Ergebnisse.

331

End x =

Die Function kann aus dem Command Window |, | |
mit zwei Parametern aufgerufen werden

Ready

>> FederMasseReibungz (0.6 , 0.3)

-

"1

(Gleitreibungskoeffizient und
Haftreibungskoeffizient). Im

abgebildeten Command Window B Edf ¥ew st Jook Window Hep

=10 x|

ist der Aufruf mit p = 0,6 und los@srhArs[2eD
Ko = 0,8 zu sehen, der zu dem ,

w-t-Diagramm:

rechts zu sehenden Ergebnis

fiihrt.

Die Masse kommt nach einigen
Sekunden zur Ruhe, im Com- ; ; ; ;
mand Window siecht man den = i i : :

genauen Wert fiir die Endlage.
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