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Biegesdwingungen gerader Trager

1 Differenzialgleichung

Betradchtet werden gerade biegesteife
Tréger, die kontinuierlich mit Mase 4
% :
1%

belegt sind, fur die die Freguenzen
der Biege-Eigenschwingungen er-
mittelt werden sollen (die Frequen-
zen, mit denen der Tréger - einmal angeregt - frei schwingt). Bei Biegeschwingungen bewe-
gen sich de Massnteil e senkrecht zur Trageradhse, wie esdie Skizze andeutet.

EI pA e

Ein Vergleich der Belastung eines Tragers fur ein elastostatisches Problem mit der Belastung
infolge der Bewegung der Masenteil e fuhrt zur Differenzialgleichung fur die Biegeschwin-
gungen gerader Tréager:

Beim elastostatischen Problem missen de Schnittgrofien (Biegemo-
ment und Querkraft) mit der Linienlast am differenziell kleinen Ele- lqdz
ment im Gleichgewicht sein (vgl. "Dankert/Dankert: Technische Me- (1 l)

chanik", Seiten 86 und &), und uner Anwendung der Bernoulli-
Hypothese fir die Biegeverformung erhdlt man aus geometrischen
Betrachtungen die "Differenzialgleichung der Biegelinie 4. Ordnung” . 4z
(vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik", Seiten 232 lis 234):

(El v) =q
Hierin sind de Linienlast g und de Verschiebung v pasitiv nach urten gerichtet.

Das entsprechende Element beim schwingenden Trager ist nur durch

die Tragheitskraft der Masse des Elements belastet (p ist die Dichte ’PA dz ¥
des Materials, A die Querschnittsflache des Elements, Adz also das )
Elementvolumen und pAdz die Elementmass). Das Produkt aus ( I l)
Elementmass und cer Beschleunigung (zweite Ableitung der Ver- SESESS
schiebung v nach der Zeit) ist als d'Alembertsche Kraft (vgl. Seite _dz

491 in "Dankert/Dankert: Technische Medanik") entgegen der po-
sitiven Verschiebungsrichtung anzutragen. Der Vergleich mit dem elastostatischen Problem
zeigt, dassfur die Biegeschwingungen des Trégers die Differenzialgleichung

(EI V') =-pAv
gilt. Diesist eine partiell e Diff erenzialgleichung fur die Funktion v(z,t), die Striche bedeuten

Ableitungen nach der Koordinate z, die Punkte Ableitungen nach der Zeit t.
Mit dem so genannten Bernouli schen Produkansatz fir die gesuchte Funktion

v(zt)=2(2)T(t)

(die beiden Funktionen Z bzw. T sind jeweils nur von einer der beiden urebhangigen Varia-
blen abhangig) gelingt es, die partielle Differenzialgleichung in zwel gewdhrli che Differenzi-
algleichungen zu Ulkerfiihren. Einsetzen deses Ansatzes in de partielle Differenzialgleichung
liefert:

(E1z") T=-pAZT .
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Wenn nunall e von z abhéngigen Funktionen (das kdnnen auch die Biegesteifigkeit EI und de
Massebelegung pA sein) auf einer Seite der Gleichung und ale von t abhéngigen Funktionen
auf der anderen Seite zusammengefasg werden, dann kénren entsprechend

(E1zY T

pA Z T

die Gesamtausdriicke auf beiden Seiten von keiner der beiden unabhangigen Variablen ab-
héngig sein. Sie wurden deshalb gleich einer Konstanten k gesetzt, mit der nunzwei gewdhn
liche Diff erenzial gleichungen formuli ert werden kénren. Die @nfadhere der beiden

T+kT=0

ist die bekannte Differenzialgleichung der frelen ungedampften Schwingung (vgl.
"Dankert/Dankert": Technische Medhanik", Seiten 581 ks 583), unddamit ist die Konstante k
als das Quadrat der Eigenkreisfrequenz der Schwingung

k =’

zu interpretieren. Die dlgemeine Losung dieser Differenzialgleichung ist nur insofern interes-
sant, dassman weil3, dasseine harmonische Schwingung entsprechend

T =Ccos(wt-a)

vorliegt. Die (hauptsichlich interesserende) Eigenkreisfrequenz w selbst kann nu aus der
Losung der anderen gewdhnii chen Differenzialgleichung

(E12"Y
pAZ

:k:(,_)2

gewonren werden. Diese homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung

n

(EIZ") ~w*pAZ=0

(die Funktion Z beschreibt die Schwingungsform) muss unter Beachtung der Randbedingun-
gen (lineaes Randwertproblem) gel0st werden.

2  Analytische Losungfir Trager mit konstantem Querschnitt

Wenn sowohl die Biegesteifigkeit EI als auch de Masssbelegung pA konstant sind, werein-
fadt sich de Differenzialgleichung fir die Schwingungsform zu

Zuu_wZP_AZ :0 .
El

Zur Vereinfachung wird de dimensionslose Abkurzung

o PAW 4
El

verwendet (I ist eine beliebig zu wahlende Bezugslange, die a@ngefuhrt wird, um zu einem
dimensionslosen A zu kammen). Die damit formuli erte Diff erenzialgleichung

A
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(gewohrliche lineare homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung) wird mit dem aus der
Mathematik bekannten Verfahren gelést. Die dlgemeine Losung (der Skeptiker Uberzeuge
sich duch Einsetzen) kann folgendermal3en formuli ert werden:

Z=C, COS@I_Z%CZ sinﬁ)\%%cs COShﬁAl_Z%FC“ sinhﬁ)\%ﬁ :

Die 4 Integrationskonstanten missen aus Randbedingungen bestimmt werden. Die weiteren
Schritte sind:

Formuli eren der Randbedingungen, Einsetzen in de dlgemeine Losung fir Z, man erhélt
ein hamogenes Gleichungssystem fur die Integrationskonstanten.

Das homogene Gleichungssystem kann nu dann nichttriviale Lésungen haben (nicht ale
Integrationskonstanten haben den Wert Null), wenn de Koeffizientendeterminate ver-
schwindet. Das Null setzen der Determinante fhrt auf eine Bestimmungsgleichung fir A,
aus der die (hier unendich vielen) Werte A; bestimmt werden kdnren, fir die nichttriviale
Ldsungen moglich sind. Aus den A; konren dann de Eigenkreisfrequenzen

_A? |EI
w=— |—
12\ pA

bestimmt werden, wobel in der Regel nur wenige (die kleinsten) interesseren (zur Erinne-
rung: Eigenschwingungsfrequenz f und Eigenkreisfrequenz wsind Uker w = 2nf miteinan-
der verknUpft).

Zu jeder Eigenfrequenz gehdrt eine Eigenschwingungsform, die dlerdings nur bis auf ei-
nen beli ebigen Faktor bestimmt werden kann. Praktisch kann man so vorgehen: Man setzt
in das homogene Gleichungssystem fir die Integrationskonstanten den zur Eigenschwin-
gungsform gehdrenden Ai-Wert ein und adnet einer beliebigen (allerdings nicht von
vornherein verschwindenden) Integrationskonstanten den Wert 1 zu, um dann aus dem um
eine Gleichung reduzierten System die anderen Integrationskonstanten zu bestimmen.
Damit ist dann de Schwingungsform Z(z) bis auf einen beli ebigen Faktor bekannt.

Beispid 1.

Fur den skizzierten Trager sind de 3 7 =
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege-
schwingungen und de zugehdrigen |

g

EI pA

Y

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben: El = 3000Nm? ; pA=3kg/m; I=1m.
Die dlgemeine Losung fur die Schwingungsform

Z=C, COSEAIE%CZ sin§2\|—2§+c3 COShﬁ)\IE%C“ sinh@)\l—zﬁ

mussfolgenden Randbedingungen angepasd werden:
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1) v(z=0)=0 = Z(z=0)=0
2) Vv(z=0)=0 -~ Z'(z=0)=0
3) v(z=1)=0 - Z(z=1)=0
4) M,(z=1)=-EIVv'(z=1)=0 - Z'(z=1)=
Eswerden also auch de ersten beiden Ableitungen der Funktion Z(2) bendtigt:
A O . 0O, z0 0, z0 . 0 z0 0, zOd
Z' = — sinfA—+C, cospA— 7+t C, sinhfA —+ C, cosh A — ,
PSSR S O g S SR TG o T
ATE'C cosB)\ H_ @A%%Cgcosh%\l—zﬁgsinhﬁ)\%ﬁﬁ .

Die vier Randbedingungen ergeben folgende vier Gleichungen:
1) C,+C;=0 R C,=-C,
2) C,+C,=0 R Cc,=-C,
3) C,cosA+C,sinA+C,coshA+C,sinhA=0
4) -C,cosA-C,sinA+C,coshA+C,sinhA=0

Die beiden ersten Gleichungen kénren genutzt werden, um die Anzahl der Unbekannten auf
zwel zu reduzieren, so dassfolgendes Gle chungssystem verbleibt:

[0cosA —coshA  sinA-sinhA [IC,0 00
%—cos)«—cosh)« —sinA—sinhA%ZE %)E

Dieses homogene Gleichungssystem kann nu nichttrividle Lésungen haben, wenn de
K oeffizientendeterminante verschwindet:

(cosA —coshA)(=sinA —sinhA)+(-cosA —coshA)(sinA —=sinhA) =
Nadh einigen elementaren Umformungen erhdlt man de Gleichung

sinA coshA — cosA sinhA =0 ,

die nur numerisch gelést werden kann. Neben- i .
stehend ist das Ergebris der Berechning der  MCakiuilRulUliL AN =101 x]
ersten drei Eigenfrequenzen mit MATLAB zu DI Edt Miew Weh window Help

sehen. = 2

EigenFrequenzen =

Zur Berechnung der Schwingungsformen Z(2)
wird (will kirlich) die Konstante C; = 1 gesetzt. 77.5986 251.4692 524.6704
Dannerhdt man C;=-1 und

== -
C,= _cgsx\ —cpshx\ . c,=-cC, . « | _*|:I
sinA —-sinhA

so dass s$ch de zum Eigenwert A; gehdrende
Schwingungsform folgendermal3en darstell en |&sd:

z[] COSA, —coshA,

COSB)\ H_ OShB)\ H_sm/\ -sinhA, BS B)\‘I_Zﬁrsmhﬁ)\il_z% '
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Nebenstehend sient man de graphische Darstellung der
Schwingungsformen zu den ersten drei Eigenwerten in einem
Graphik-Fenster von MATLAB (das komplette MATLAB-
Script ist unten zu sehen).

Wenn - wie fur die Lésung dieses Problems und &hnlicher
Probleme - die numerische Berechnung am Ende doch nicht
zu vermeiden ist, sollte man sich fragen, wann man zur nume-
rischen Berechnung Ubergehen sollte. Natlrlich kann man
bereits fur die Losung der Differenzialgleichung ein numeri-
sches Verfahren verwenden. Wenn der Tréagerquerschnitt nicht
konstant ist, wird des in der Regel die enzige praktikable
Moglichkeit sein.

Aber fur den Trager mit konstantem Querschnitt ist die analy-
tische Losung, die hier gezeigt wurde, die im Sinne des Be-
redhnungsmodell s exakte Losung auch dann nach, wenn zum
Schluss die Losung der Eigenwertgleichung nur numerisch
gelingt, denn man kann de Eigenwerte aus dieser "exakten"
Gleichung beliebig genau bestimmen. Und genau aus diesem
Grund betet es sch an, mit der Numerik schon etwas friher
einzusteigen, an einem Punkt, an dem die Vorteile der "exak-
ten" Losung erhalten bleiben, aber der aufwandige (und damit
fehleranfdlige) Tell der Handrechnung deutlich reduziert
werden kann. Dieser Punkt ist bel diesem Beispiel erreicht,
wenn man das homo-

B} C:ATMCABiegeschwingungenibsl.m

gene GIe'Chung$yS' File Edit View Text Debug Breakpointz ‘wWeb Window Help

tem fir die Beret- D@ WE| @ 2@ = S é £

+} Figure No._ 1 H=]1E3

File

Edit iew [nzet Tool: Window Help

D

ERE NA A, BED

1. Eigenschwingungsfarm

___________________________

___________________________

__________________________

0z 0.4 06 0.s 1
2. Eigenschwingungsform
T

o 02 0.4 0.6 0.8 1
3. Eigenschwingungsfarm

=R N CERENEN R 2 e |

nurg der |ntegraIIOHS- 1 function bsl % Biegeschwingunyg, links eingespannt, rechts Loslager =
2
konstanten aufgestellt A=l 1 - s000 s
hat, denn dann kann ol e - 2
- L = 1l
man Ohre Verl USt der Bl = lamanf = o % Nach Nullstellen (Eigenwerten) =u ...
GenaL"gkat der 7|=| lamend = 80 % ... untersuchender Bereich
R d’] f d 8- Nevmax = 3 % Mawimale Anzahl zZu suchender Eigenwerte

eanung ur as a
SUChen Cbr NU"SteI- 10— delta = (lamend-lawanf) /1000 ; % Schrittweite fir das "Scamnen” des Bereichs
I d Bed 1= £1 = ewy [lamanf) ;
en de ingung 13| ey -1
n H— 13

KoeffIZIenteanter_ 14|=| for lam = lamanf4delta : delta : lamend
minante gleich Null" 18=| £z = ewg (lam) ;

h . h 16| - if (El1*£2 < 0 | £2 == 0O) % Vorzeichenwechsel? Dann ...
SChon numerisc rea 17| = lamd{iew) = fzero (fewg , [lam-delta lam]) ; % ... Nullstelle suchen
||Seren 18| - iey = iev + 1 ;

19— if iev > nevmax break ; end % nevmax Mallstellen gefundens

H 20— end

Und wenn man sich wle| 0.
dazu entschlief3t, soll - 22| end

23
te man kormql'ent 24— EigenFrequenzen = (sgrt(3000/rhod) * lawm0.*Z/L*2) / (2%pi)
sein und umittelbar 2

. - z=0:0.01:1:;:

nach dem Aufschrei- 37=| for 1 - Lievel
ben der Gleichungen = 28| e - tm0is)
. 24| - Z = cos{lami¥z)-cosh(lani*z)-(sin{lani¥z)-sinh(lani*=))#% ...
ansetzen (Ohl'E den 30 {cos(lamij-cosh(lami})/(sin(lani)-sinh(lani}) ; % Schwinmmgsformen ...
VerSUCh e”-"ge "ein_ |- subplot (iew-1,1,i) ; plot iz , Z2) , grid on , ... % ... darstellen
f d’]" ! el 7 32 title (strcat(numZstr(i),'. Eigenschwingqungsform'j) ;
a ZU eliminieren- 33— | end

34
de Unbekannte vorab 2 | runcrion £ - ewy (Leay
ZU entfernen)_ Im be- 36|-| £ = sin{law)*cosh{lam)-cos(lamj*sinh{lan) ; B
trachteten  Beispiel J ! 2

[bs1 [Ln2g8  colz1
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wére dies das Gleichungssystem mit vier Gleichungen, das sch aus den Randbedingungen
ergibt:

O 1 0 1 0 OC,0 O
[

0 D

g o 1 0 1 760 o0 _

OcosA  sinA  coshA sinhALOC,0 [OU

Ercosx\ -sinA coshA sinh/\%;la %)E
Die aus diesem Gleichungssystem entwickelte Eigenwertgleichung

f (A)=sinA coshA - cosA sinhA =0

soll nuneinfach duch
f(A)=det(A)=0

ersetzt werden, wobei A die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystemsist. Dies
wird redisiert, indem man im oben zu sehenden MATLAB-Script die Function f

K1) function £ = ewg [lam)
J6|— f = zin(lam)*cosh(lam)-cos(lam) #3inhilan) :

durch folgende Function ersetzt:

41 function £ = ewg (lam)

42/-| A= 1 0 1 0

43 ] 1 0 1

44 coz2(lam) 2inilam) cozh(lam) zinh(lam) :
45 -cos(lan) -zin{lam) cosh{lam) =sinh({lam) ] :
46| = £ = deti{d) :

Dann sollte man korsequent sein und de Ermittlung der Schwingungsformen auch nicht mehr
von Hand vanehmen. Wie bel der Handrechnung wahlt man eine (beliebige, aber von Null
verschiedene) Konstante und gibt ihr einen beliebigen Wert (z. B.: 1). Das Gleichungssystem
kann dann um eine Gleichung reduziert werden. Hier soll C, = 1 gesetzt und de letzte Glei-
churg gestrichen werden. In den verbleibenden Gleichungen miissen de Elemente der |etzten
Spdte mit C4 = 1 multipliziert werden, sie werden auf die rechte Seite gebradht, so dassein
inhamogenes Glei chungssystem entsteht:

01 0 1 Ooc,00 0 0O
0 0o ., O

osA sinA coshAEL,H HsinhAf

Dies wird fur den gewlnschten Eigenwert A; gelost, und die zugehdrige Schwingungsform
ergibt sich dann aus:

O, z0O Oy z0O o, zO . .0 zO
Z =C,. costA —+C,. sinfA, —+C,. coshfA. =+ sinhfA. — .
i 1, B‘l | HF 2, B)\| I HI- 3, B)\l | H’- B)\| I H
Dieswird redlisiert, indem man im oben zu sehenden MATLAB-Script die Zeillen 29 und 30

28| Z = cnsilhmi*z]—cushilami*z]—isinilami*z]—sinhilami*z]]* .
[coz(lami)-cosh(lani))/(sin(lani)-sinhilami)) : % achwinqungsformen ...

durch folgende Zeil en ersetzt (Aufbau des Gleichungssystems und Lésen durch Multi pli kati-
on der rechten Seite mit der Inversen der Koeffizientenmatrix):
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29| = & =1 1 0 1

30 1 1 0

31 coz(lami) =2in(lami) coshilami)] :

3= b= 0

a3 -1

34 -zinh(lami)] ;

3a|- Cc = inv(a]*h :

36| — 2 = cili¥coz(lani*=)+c(2)¥Fzin(lani*zl+c(3)%cosh(lani*z)+sinhilani*=) :

Die kompletten MATLAB-Scripts fir beide Varianten findet man bei der Losung der Aufga-
be 32-6 urter http://www.JuergenDankert.de/TM 3. Wenn de Aufgabe nur geringfligig kom-
pli zierter wird (nachfolgendes Beispiel), dann empfiehlt sich die zuletzt demonstrierte Vari-
ante nachdricklich.

Beispiel 2: .

Fur den skizzierten Tréger sind de 3 z, Z, Bl pd
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- v Ty, P
schwingungen und de zugehdrigen vz i vz .

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben: El = 3000Nm? ; pA=3kg/m; I=1m.

Es mussin zwei Abschnitten gearbeitet werden (die nachfolgend verwendeten Koordinaten
sindim Bild der Aufgabenstell ung zu sehen). Die aif die beiden Abschnitte bezogenen L6-
sungen (a's "beliebige Bezugslange" wird |I* = 1/2 gewahit)

leclcosﬁ)\li*%cz sin%\lﬁ*%cgcoshﬁ)\%%q sinﬁ)\ ﬁ
ZZZCSCOSE)\%%CBSH]B)\ H+C coshB)\ H+C sth)\ %

enthalten adht Integrationskonstanten undmiissen folgenden Rand- und Ubergangsbedingun-
gen angepasd werden:

1) v(z=0)=0 - Z,(z=0)=0
2) V(z=0)=0 . Zi(z=0)=0
3) v(z=1)=0 -~ z(z=1")=0
4) v{(zizl ):v;(zzzo) - Z{(zlzl*):zg(zzzo)
5) M, (z=1")=M,,(z=0) -~ Z)(z=1")=2;(z,=0)
6.) Vv,(z,=0)=0 -~ Z,(z,=0)=0
7) My,(z=1")=0 -~ Zj(z=1")=0
8) Fouln=1)=0 L zar)=0

Einsetzen der algemeinen Losungen Z;(z;) bzw. Z,(z) und dren Ableitungen in de Rand-
und Ubergangsbedingungen liefert ein hamogenes Gleichungssystem fiir die adit Integrati-
onskonstanten:
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O 1 0 1 0
0
DO 1 0 1

Ssind cosA  sinhA  coshA

0
0
cosA  sinA  coshA sinhA 0
0
U-cosA 1

-sinA coshA sinhA

0
0o 0 0 0 1

B 0 0 0 0 —cosA
5 0 0 0 0 snA

0 0 0 [IC,0 0
0

o o o T3 o

0 0 0 EECSS E(DB

-1 0 -1 gt o0

o2 o Ong

0 1 0 oo 0

—sinA coshA sinh/\%% S)g
—-cosA snhA coshAFC,H @0

Dieses Gleichungssystem kann wieder nur dann nichttriviale Lésungen haben, wenn seine
K oeffizientendeterminate verschwindet. Es ist Ubrigens durchaus noch mdglich, eine solche
Determinanten "von Hand" zu entwickeln. Nach einer (etwas muhsamen Redhnung) erhdlt

man de Gleichung

f (A)=cosA(sinA coshA - cosA sinhA)=0,

der man de Ldsungen sofort entnehmen kann: cosA = 0 liefert A = 172, 3172, 572, ... und
die Klammer entspricht genau der Eigenwertgleichung des Beispiels 1, so dassman de dort

ermittelten Lésungen Gbernehmen kann.

Man mochte sich aber ganz gewissbel Aufgaben deser Art nicht der Mihe unterziehen, de
die Handrechnung mit sich bringt, zumal diese natirlich fehleranféli g ist. Deshalb wird nach

auf die Losung mit MATLAB verwiesen,
die unmittelbar die Nullstellen der Determi-
nante der Koeffizientenmatrix des oben zu
sehenden Gleichungssystems sucht, um da
nad de Konstante Cg = 1 zu setzen unddas
auf 7 Gleichungen reduzierte System zu
|6sen, so dassdie Eigenschwingungsformen
gezeichnet werden kdnren.

Das komplette MATLAB-Script findet man
unter  http://www.JuergenDankert.de/TM3
bei der Aufgabe 32-7. Nebenstehend und
nadfolgend sient man de Ergebnise (Ei-
genfrequenzen im Command Window und
die Eigenschwingungsformen in einem Gra-
phik-Fenster).

<} Command Window =] E3
File Edt “iew “Web “Window Help
= [
EigenFrequenzen =

49,6729  310.3945 447.0565

y— e
4 [

) Figure No. 1
File Edit “iew Inzet Toolz ‘Window Help

i [=] B3

Iceda xa /| ®e0

1. Eigenschwingungsform

I
a Ty : _____ : _______

1] nz 04 0B 0.g 1
2. Eigenschwingungsform

nz2 04 0B 0.8 1
3. Bigenschwingungsform
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Beispiel 3: ) m

Fur den skizzierten Trager sind de 3 % Z,
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- 4y
schwingungen und de zugehérigen vz 2
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben: El = 3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg; |=1m.

Die Einzemass an rechten Rand soll als Punkimass (Vernadlassgung der Drehtrégheit)
behandelt werden (dies ist in der Regel ohne nennenswerten Genauigkeitsverlust erlaubt).
Dann urterscheidet sich de Losung dieser Aufgabe vom Beispiel 2 nur durch eine gednderte
Querkraftrandbedingung am rechten Rand. Dort mussdie Querkraft mit der Tragheitskraft der
Mass m im Gleichgewicht sein (die Gewichtskraft mg braucht fur die Untersuchung der Ei-
genschwingungen nicht beriicksichtigt zu werden, siehe "Dankert/Dankert: Technische Me-
chanik”, Seiten 584 und 58).

Die Rand- und Ubergangsbedingungen 1 ks 7 werden
wieim Beispid 2 formuliert. Wie dort wird als "beli ebige Fo (= 12) mi,(z,= 1/2)
Bezugdange' I* = 1/2 gewahlt, und de Randbedingung 8 22

wird wie folgt ersetzt:
Aus der nebenstehenden Skizze ekennt man, dass das ):.

Gleichgewicht aus Querkraft und Trégheitskraft der Mas-
se m so formuli ert werden kann:

FQYZ(ZZ:I*)+m\’/’2(z2 :I*)=O
Aus
-EIv;"(z2 = )+ mv, (z2 = ) =0
erhé@t man durch Einsetzen von v, = Z(z) T(t):
E1Zy(2,=1")T+mZ,(z,=1")T=0

undmit T =-w”T (vgl. Abschnitt 1) und

A4 — psz |*4
El
(vgl. Abschnitt 2) lautet die 8. Randbedingung schli efdli ch:
m —* m AA —_]F ) =
Z, (22—I )+p_AI*_422(22_| )—0 :

Die Losungsfunktion Z(z) und deren erste beiden Ableitungen findet man beim Beispid 1,
ihre dritte Ableitung lautet (hier aufgeschrieben fir Z, mit den Konstanten Cs bis Cy):

zZy = IA_Z E:s sinﬁ\%ﬁ»q cosﬁ\%%g sinhﬁ\%%cg cosh%%ﬁ%

Damit kann de 8. Randbedingung wie folgt aufgeschrieben werden:
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El;sin)\ + m* A cosA HC5+E1—COS}\+ m* A sSinA HC6+
O PAI O O PAl O

El;sinh)\+ m* A cosh)\HC7 +Hcosh)\ + m* A sinh)\HC8 =0 .
O PA O O PA O
Das fur das Beispid 2 geschriebene MATLAB-Script muss _
nur geringfiigig modifiziert werden. Das Script fiir Beispiel 3 =

findet man urter http://www.JuergenDankert.delTM3 bei der  ([pzpgax a 2 /|22 o
Aufgabe 32-8. Nebenstehend undnadifolgend sient man de
Ergebniss (Eigenfrequenzen im Command Window und de 05

1. Eigenschwingungsform

Eigenschwingungsformen in einem Graphik-Fenster). ) I I S
] Rt EEEEEE EE L
<} Command Window =] E3 .
File Edit “iew ‘web ‘window Help . . : : :
= ;I . %?Eiger?é‘::hwingﬁigsforurf 1
EigenFrequenzen = & ' ' ' '

20,7790 242.12%6  403.89374

2> = S
1] | » U oam w0 s 0

3. Eigenschwingungsform

Auch wenn de Massbelegung des Tragers bei dem hier
verwendeten Verfahren nicht Null gesetzt werden kann,
bietet es sch dach an, mit der Eigenfrequenz zu vergleichen, T
die man mit der einfachen Rechnung erhdlt, die fir elasti- e
sche Systeme mit Einzelmass in "Dankert/Dankert: Tedhni-
sche Medhanik™" im Abschnitt 31.2.2 leschrieben wird.

Das nebenstehend zu sehende System wird auf ein
einfaches Feder-Masse-System mit der Masse m 2 — ®

und einer Biegefeder mit der Federzahl cg redu
ziert. Diese wird nach den Regeln der Elastostatik
ermittelt (vgl. z. B. Beispiel 2 auf Seite 248 in
"Dankert/Dankert: Technische Mechanik™). Eine Kraft F am rechten Rand senkt sich um

masselos S

~1‘ %, |

/2

. JIFD
" 96El g il
AN
ab, so dass $ch a's Biegefederzahl aus F = cg Ve ‘ El b N .
c _96El | ! |
=7°

ergibt. Damit errechnet man de Eigenfrequenz R ﬂEL =2283s™ .

2y m 2\ 7ml
Die Redhnung mit Berlicksichtigung der Tragermass ndhert sich desem Wert sehr schnell .
Mit pA = 0,01kg/m erhdlt man f = 22,81s™, mit pA = 0,001kg/m ergibt sich der theoreti-
sche Wert auf 4 Stellen genau: f = 22,83s™~.
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3  Losungmit dem Differenzenverfahren
Die homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung

(E12') -’ pAZ =0

zur Berechnung der Eigenkreisfrequenzen o und der zugehérigen Schwingungsformen Z
(unter Beachtung der Randbedingungen) kann retirlich auch numerisch gel6st werden, z. B.
mit dem Diff erenzenverfahren. Bei Naherung der 2. Ableitungen mit der einfachen zentralen
Differenzenformel (vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik", Seite 259, dat findet man
den Formelsatz fir die esten vier Ableitungen)

z' =i(z -2Z,+7Z,.,)

i h 2

(h ist der konstante Abstand der Stitzpunkie) erhdlt man de Differenzengleichung (vgl. hier-
zu "Dankert/Dankert: Technische Mechanik”, Seite 267):

U
Ii—1Zi—2_2(Ii—1+Ii)Zi—l-'-ﬁli—l-'-4li +Ii+1 w éz I +I|+l |+1+Ii+lzi+2 =0 .

Diese vereinfacht sich fur den Fall konstanter Blegeste|f|gke|t und konstanter Massbhele-
gung (homogenes Material und korstanter Querschnitt) und mit der Abkirzung

4
o = PAN
El
zu
Z_,-4Z,_,+6Z -4Z . +7Z,,,-KZ =0 .
Beispid 1.

s

kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- El pA
schwingungen und de zugehdrigen

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben: El =3000Nm? ; pA=3kg/m; I=1m.

Zunéchst wird eine sehr grobe Einteilung des Tragers in na = 6 Abschnitte gewahlt, so dass
die Stitzpunke den Abstand h =1/6 voneinander haben:

Y

FUr den skizzierten Tréger sind de 3 2
|

)

L

L)

o~
)] 3
o

lzll’ 13)
%h}hhlhlh

Auch wenn man de Differenzengleichungen nu fur die 5 "Innenpunke" aufschreibt, gehen
insgesamt 8 Verschiebungen in diese Gleichungen ein, vondenen all erdings 2 (Lagerpunke 0
und 6 bekannt sind. Fur die beiden "AulRenpunke" —1 und 7stehen zusétzliche Randbedin-
gungen zur Verfligung.

(

=
@
@
-%bu
é

Zunachst werden die Differenzengleichungen fur die Punkte 1 ... 5formal aufgeschrieben:
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Punkt 1: Z
Punkt 2:

L —4Z,+6Z,-4Z,+Z,-KZ, =0
Z, ~4Z,+62,-4Z,+Z,-KZ, =0

Punkt3: Z, -4Z,+6Z,-4Z,+Z,~KZ,=0
Punkt4: Z, -4Z,+6Z,-4Z.+Z,-KZ, =0
Punkt5: Z, -4Z,+6Z,-4Z +Z,-KZ. =0

Die 4 Randbedingungen lauten in Differenzenschreibweise (die egentlich fir die Verschie-
burngsfunktion v zu formuli erenden Aussagen konren analog fur die Z-Werte aifgeschrieben
werden:

Z, =0

Z, =0 0 —(-z_,+z)=0 O Z,=2

Z, =0

M,s =0 O -Elv;=0 O ze”:h—lz(zs—zze+z7):o 0 z,=-2,

Damit konren in den 5 Differenzengleichungen de Z-Werte der Rand- und Aulenpunke
ersetzt werden, undman erhdt das folgende homogene Gleichungssystem (5 Gleichungen mit
5 Unbekannten):

(M7 -4 1 0 OO @ 0 O O OIEZ,0 MmO
H4 6 -4 1 o B 100 0zE D
(01 -4 6 -4 10-k0 0 1 0 otHZ,0=00
%O 1 -4 6—4% %0010%48 g)g
HHo o 1 -4 58 B o o0 o 1fHZ.H BH
Das homogene Gleichungssystem hat immer die “triviale LOsung" Z; =Z, = ... =Z5 = 0, die

natUrlich nicht interessert. Nichttriviale Lésungen kann das homogene Gleichungssystem nur
haben, wenn d e K oeffizientendeterminante entsprechend

7T-k -4 1 0 0

-4 6-Kk -4 1 0

1 -4 6-Kk -4 1 (=0
0 1 -4 6-Kk -4

0 0 1 -4 5-K

verschwindet. Diesist eine Gleichung 5. Grades. Die 5 k-Werte, die diese Gleichung erfillen,
sind de so genannten Eigenwerte, aus denen sich die Eigenkreisfrequenzen berechnen lassen.
Der Weg Uber die Losung einer solchen Gleichung ist natlrlich nicht praktikabel. Deshalb ist
das homogene Gleichungssystem oben gleich in der Form formuliert worden, de ds Matri-
zen-Eigenwertproblem bezeichnet wird, flr dessen Losung eine ausgefeilte Theorie und de
entsprechenden Losungsverfahren zur Verfiigung stehen.

Das hier vorliegende Eigenwertproblem hat aus numerischer Sicht zwei wesentliche ange-
nehme Eigenschaften:

 Esist (im Gegensatz zum so genannten allgemeinen Eigenwertproblem) ein spezelles
Eigenwertproblem, weil k mit einer Einheitsmatrix multipliziert wird.
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* Esist ein Eigenwertproblem mit symmetrischen Matrizen. Ein solches Eigenwertpro-
blem hat ausschliefdlich reell e Eigenwerte.

Das nebenstehende Matlab-Script

baut die Matrix auf und kerechnet B) C:\MetDbjects Fusion 4. 0AUzer Sites\TMcu\Dateien’Bie... M [=] B3
. . . . File Edit Yiew Tewt Debug Breakpoint: ‘Web “Window Help
mit der Matlab-Function eig die
Eigenwerte des peziellen Eigen- LD SB[ 7 B8« o /& (@A £ @’@“[—'
i i i 1 % Differenzenwverfahren, Biegeschwin =
wertproblems, die anschlief3endin - Bieg Ly
dieEigenfrequenzen ngeredmet 2 % (Beispiel 1, 5 Gleichungen)
. . 3
und in das Command Window al=| clear all
ausgegeben werden: 5
Bl = L =1 H
«} Command Wi._.. [H[=]E3 77| rhod =3 :
File Edt \iew ‘Web 3 EL = 3000 ;
Window  Help 10(=| na =& : % Anzahl der Abschnitte
> =] 1= n =L/
Eigenfrecquenzen = E | o =mnk-l
14| = 4 =[7-4 1 0 0O:
73.0175 14 -1 & -4 1 0 :
215.3257 16 1-4 6-4 1;
92,4850 17 o l1-4 6 -4;
b6l.1693 18 oo 1l-4 587;
651.3130 14
20| - D = eigid) :
. = 21|=| Eigenfrequenzen = sgrtC(D*EI/(rhol*h*4))/(2*pi) —
4 | » 1] | o
|seript [Ln21  Cal 47

Wéhrend de este Eigenfrequenz den exakten Wert trotz der sehr groben Diskretisierung
recht gut ndhert, sind de héheren Frequenzen recht ungenau, weil die kompli zierteren Eigen-
schwingungsformen mit einer

0 kle”,.len Anzahl von StUtZ' E'_. C:\Nlﬂiects Fuszion 4 0tUszer Sils\TMcu\Daeien\Biegeschwggn\... =] E
Ste”en nu unzureichend @na— File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘web ‘window Help
hert werden Kénren. H|a¢hgnw|§|Mf|a>@|@@@I[_l
1 % Differenzenverfahren, Biegeschwinmuigen | —
Be| einer faneren DISkre'[ISIG- ; % [Beizpiel 1, n Gleichungen)
rung bleiben de von Null ver- #-| clear an1
schiedenen Elemente in den g
. . - L =1
beiden ersten und den beqlgn U
letzten Matrixzeilen unweran- 8-| £ - 3000 ;
. . 9
dert’ daZW|$hen ergeben SlCh 10=| n& = 100 ; % Anzahl der Abschnitte
weitgehend gleichartige Zeilen -] n = Lma;
(wie die 3. Zele im oben zu o 0 R
sehenden Script, jeweils um 14 o
die Hauptdiagonale angeord- 1571 AL 1:3) = [ 7 -4 1 1
. 16/~ | A(z,1:4) = [-4 & -4 1] :
net: 1 -4 6 —4 1. Das ne | A
benstehende Script zeigt den 18- Aii,i-2:i42) = [1 -4 6 -4 17 ;
- 19 - end
Aufbau ) des_ C_alachungsgy- | [
stems fur beliebig feine Dis 21/-| apmm-z )= 1-2 57
kretisierung (zu sehen ist der 2 . vigth)
Fall Na = 100 s0 dass99 Glei- 24|-| Eigenfrequenzen(l:3) = sert(D(1:3)*EL/(rhod"h*4]]/(27pi] =
chungen entstehen. Die Ergeb- d (=
nisse werden deutlich besser: |seript Lnf0_ Col14
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Es wurden nu die drei kleinsten Eigenfrequen-

JC d Wind X ) )
e S =10jx] zen in das Command Window ausgegeben, do-
File Edit “iew “Web ‘Window Help .
= wohl 99 Eigenwerte berechnet wurden.
> -
Eigenfrequenzen = Die Genauigkeit ist ausreichend, fur eventuell
interesserende hohere Frequenzen und bei
77.5810 251.3202 524.0813 komplizierteren Problemen kann man durchaus

- Die dann entstehenden grof3en Matrizen sind nu

in einem schmalen Band in der N&he der Haupt-
diagonaen mit von Null verschiedenen Ele-
menten besetzt, und es ist empfehlenswert, die
Bandstruktur und de Symmetrie der Matrizen auszunuzen und nu die interesserenden
kleinsten Eigenwerte zu berechnen.. Dafir steht eine MATLAB-DLL isiasb_m.dll zur Verfu-
gung, die den Aufruf einer Function isiasb_m gestattet. Die Function isiasb_m erwartet nur
die wesentli chen Elemente der symmetrischen Bandmatrizen des all gemeinen symmetrischen
Matrizen-Eigenwertproblems

AI:I die Feinheit der Diskretisierung noch steigern.
4

(A-kB) x=o0 .

Die Matrix A fur das behandelte Beispiel kann als Redchteckmatrix mit nur 3 Spalten bereitge-
stellt werden (diese kompakte Darstell ung enthdlt die gesamte Information):

07 -4 1 0 ... ... .. 0O 07 -4 10
U] ] U] ]
D_4 6 -4 1 0 OD D6 -4 1D
01 -4 6 -4 1 o ... ol 0e -4 10
U] ] U] ]
— - ] - O—
A=p. .o Boa T Aymean
[ ] [ ]
0o 0 1 -4 6 -4 1 06 -4 1
[ _ _2l [ _ ]
D0 0 1 4 6 4D D6 4 0D
50 .. .. .. 0 1 -4 50 55 0 OF

Injeder Zeile von Agymeand Stehen 3 Elemente, beginnend mit dem Hauptdiagorelelement. Die
letzten (beiden) Zeilen werden mit Nullen aufgefiillt. Die Einheitsmatrix B wird in Band-
Darstell ung zum Spaltenvektor.

In dem nachfolgend zu sehenden Matlab-Script wird de Matrix A in der beschriebenen Form
(als Asymeand) aufgebaut, die Matrix B als mit 1-Elementen belegter Spaltenvektor (mit der
Matlab-Function ones). Beide werden der Functionisiasb_m mit dem Aufruf

[ncevZ] =isiash_m (A,B,3);

Ubergeben. Der dritte Parameter gibt die Anzahl der gewlinschten (kleinsten) Eigenwerte vor.
Abgeliefert wird de Anzahl der tatsddilich berechneten Eigenwerte nc, ein Vektor ev mit
diesen Eigenwerten und de Matrix Z, die spatenweise die zugehdrigen Eigenvektoren ent-
hélt.

Die ausfuhrliche Beschreibung der Arbeitsweise und der Anwendungsmdglichkeiten der
Functionisiasb_m, fur Interessenten der Quellcode und de fur den Aufruf aus Matlab erfor-
derliche DLL findet man urter http://www.JuergenDankert.de/M atlabFemset.

Die vonisiasb_m gelieferten Eigenvektoren werden im folgenden Script zur Darstellung der
Schwingungsformen genutzt.




Jirgen Dankert: Biegeschwingurngen gerader Tréager 16

B} C:\NetObjects Fusion 4.0%User SitezATMculDateien\BiegeschwggnBSDiffnB and.m®

File Edit “iew Test [Debug Ereakpointz web ‘Window Help

DEH| R = | S 8 F| Q8| BEERE | sexfe X

3 [

4= clear all

]

7] L =1 :

T|i= thod = 3 :

gl = EI = 3000 »

4

10/-| n& = 1000 % Ansahl der hbachnitte

1= h = L/nd :

12(-| n = nk-1 :

13- & = =zeros (n,3) : % Nullmatrix

14(=| E = ones in,l) : % Einheitsmatrix (als Bandmatrix)

14

16| — Afl,:) = [7 -4 17 : % hufbau der Matrix & als Bandmatrix

17|-| &(2,2) = [6 -4 17 :

18— for i=3:n-Z2

19| - Lii,11 = [6 -4 17 :

20(— end

2|-| &(n-1,:) = [6 -4 07 :

22 - Ain ,:) =[5 00] :

23

24 = [nc ew £] = iziasb m (4,E,3) : % ... berechnet die 3 kleinzsten Eigenwerte

25 - und die zugehoerigen Eigenvektoren

26— Eigenfrequehzen = sgrtievil:inc)*EL/(thod*h 4]/ (2%pi)

27

28| - z=0:h:1L:

28— for i = l:nc ¥ nc - Anzahl der tatsaechlich berechneten Eigenwerte

30— subplot (nc,l,i) : plot (z , [0 ; Z(:,1i) 2 0]} , grid on , ...

x| title (stroat(nmZstr(i),'. Eigenachwinqungsform'))

32|=| end —
y e

|script Ln32  Col4d

Bemerkung zur Strategie der Realisierung des Differenzenverfahrens:

Bel der Anwendung des Differenzenverfahrens zur Verformungsberechnung gerader Trager
bilden UHicherweise die Differenzengleichungen fir alle Trégerpunke und de zusétzlichen
Randbedingungsgleichungen das Gleichungssystem, mit dem all e Verformungen (auch fur die
"Aulenpunke’) berechnet werden. Auch deses Gleichungssystem hat eine bandférmige
K oeffizientenmatrix, die dl erdings nicht symmetrisch ist.

Zur Formulierung des Eigenwertproblems fir die Biegeschwingungen wurden de Randbe-
dingungen genutzt, um die Rand- und Aufenpunke vorab zu eliminieren. Dieser (geringfigig
aufwandigere) Weg fuhrte auf symmetrische Matrizen. Symmetrische Matrizen wéren zwar
auch fur die Lésung inhamogener Gleichungssysteme vorteil haft (etwa Halbierung der Re-
chenzeit), sind aber fur die Behandung von gol¥en Matrizen-Eigenwertproblemen auch aus
numerischer Sicht unbedingt vorzuziehen (symmetrische Matrizen-Eigenwertprobleme haben
garantiert nur reell e Eigenwerte), so dassder vertretbare Mehraufwand fir die Elimination der
Aulenpunkein Kauf genommen werden sollte.
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Prinzipiell wére auch der Weg mit zusétzlichen Gleichungen moglich. Die Randbedingungen
sind dann kel einem Schwingungsproblem aber keine Bewegungsdifferenzial gleichungen fir
einen bestimmten Freiheitsgrad, sondern "Zwangsbedingungen™, was auf nicht mehr symme-
trische Matrizen A undB fuhrt, wobei B aufferdem singulér ist. Die Matlab-Function eig ver-
kraftet dies durchaus, liefert aber (korrekterweise) dann einige komplexe Eigenwerte &.

Wahrend de Einarbeitung der Randbedingungen bei den beiden Lagern, de im Beispiel 1
auftraten, automatisch auf symmetrische Matrizen flihrte, mussbel einem freien Rand (nad-
folgendes Beispiel) noch "etwas nachgeholfen" werden.

Beispiel 2: )

Fur den skizzierten Trager sind de 3 2 7~ BT od
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- = P
schwingungen und de zugehérigen vz 2
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben: El =3000Nm? ; pA=3kg/m; |=1m.

Der Tréger unterscheidet sich in folgenden Punkten vom Tréger des Beispiels 1:

* Well der rechte Randpunk sich frei verschieben kann, muss auch fur diesen Punkt die
Differenzengleichung formuliert werden, so dass $ch bei einer Einteilung der gesamten
Lange des Trégers in na Abschnitte aich n = na Gleichungen ergeben (der rechte Rand-
punk hat die Punktnummer n), in de an rechten Rand zwel "AulRenpunke" eingehen.

* Am redten Rand verschwinden Biegemoment und Querkraft. Mit diesen beiden Randbe-
dingungen

n l

M,, =0 O -Elv'=0 O Z, =F(Zn_1—22n+2n+1)=0
D Zn+l = _Zn—l + ZZn 4
m __ mo_ 1 _
Fon =0 O -ElV'= O z" = F(_Z”‘Z +2Z,,-22,,+Z,.,)=0

D Zn+2 = Zn—2 - 2Zn—l + ZZn+l = Zn—2 _4Zn—l + 4'Zn

kénren de Aulenpunke n+1 und n+2 auf die Tragerpunke reduziert werden. Die Au-
Fenpunke kommen in den beiden letzten Differenzengleichungen (Punkte n-1 und n)

vor:
Punktn-2: Z ,-47Z ,+6Z ,-4Z  +Z -KZv. ,=0 |,
Punkt n-1: Z ,-47Z ,+6Z -4Z +Z .-KZ ,=0 ,
Punkt n: Z ,-47Z ,+6Z -47Z .+Z ., -KZ =0

Aus diesen werden mit den aus den Randbedingungen gewonrenen Beziehungen de Au-
Benpunke diminiert:

Punkt n-2: zZ ,—-4Z2 ,+67Z ,-4Z , +Z -KZ ,=0 |,
Punkt n-1;: Z ,—-4zZ ,+5Z , -2Z -kZ ,=0 |,
Punkt n: 272 ,-4Z , +2Z -kZ,6 =0

Esist zu erkennen, dassdie letzte Gleichung die Symmetrie der Matrix A des Eigenwert-
problems verletzt. Eine Division der Gleichung durch 2 Heilt diesen Mangel. Dassdanacdh
die Matrix B keine Einheitsmatrix mehr ist (das Element in der rechten urteren Ecke hat
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nun cen Wert 0,5), ist kein nennenswerter Nadtell. Der untere Tell des Matrizen-
Eigenwertproblems hat damit die Form:

.. .0 O .O00...0 0.0
[0 0 O 00 0O 00
05 0 0 000 00
%.. -4 6 -4 10-k0.. 0 1 O OEDI B 0o O
M- 1 -4 5 —2% E 0 0 o% S Bo%
HH.. o 1 -2 1§ H. o 0o o o05HHZ, H HH

e Esmussnoch das Lager in der Mitte des Trégers beriicksichtigt werden. Die Bedingung
Vv,,,=0 bzw. Z,,,=0
(Verschiebung verhindert am Punkt n/2) kann duch eine Gleichung
(1+x) Z,,, =0

redisiert werden, so dassnur in der Zeille n/2 der Matrix A die Ziffernfolge 1,-4,6,-4,1
durch de Ziffernfolge 0,0,1,0,0ersetzt werden muss Dabei geht all erdings die Symmetrie
der Matrix verloren. Weil aber all e Elemente der Spalte n/2 wegen der Multi pli kation mit
der Nullverschiebung Z,,,, ohrehin bedeutungslos snd, diifen auch sie Null gesetzt, und
die Symmetrie ist wieder hergestellt. Dieser Teil der Matrix sieht dann so aus:

o _ ~ 0
0 4 6 -4 0 ... o
.. 1 -4 6 0 1 g
A=n. o 01 0 0 .. .0. EXE Il
S B Eile Edit View Insert Tools “Window Help
g 1 0 6-4 1 .- lcem@alrar/ e
- 0 -4 6 -4 .. 0 1. Eigenschwingungsfarm
H.. . 0.6

0.04
Die Matrix B bleibt bei der Einarbeitung des Lagers un-

verédndert. Auf der folgenden Seite sieht man das Matlab-

Script, das diese Berechnung redisiert. Es liefert im 0 | . | |
Command Window die (praktisch exakten) drei kleinsten | -002——o—pt—ab—ai—
Eigenfrequenzen undin einem separaten Graphik-Fenster _ = SR g

(Bild rechts) die zugehdrigen Schwingungsformen.

+) Command Window _ O] x|
File Edit “iew ‘web ‘wWindow Help

e ]
Eigenfrequenzen =

49,6720 310.3943  447.0560

e o
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B) C:\NetObjects Fusion 4.0\User Sites\TMcutDateien'\Biegeschwggni\BS 2Diff. m= _ O] =]
File Edit “iew Tewt Debug Breakpointz ‘Web ‘Window Help
NEE| {E2Rv oS 85| 88| & 53E B E| sexx
1 % Differenczenverfahren, Biegeschwincungen (EBeispiel 2) | —
2= clear all
3= L =1 H
4= thok = 3 :
L EI = 3000 ;
3]
7= nd = 4000 ; % Anzahl der ahschnitte
8= h = L/nk ;
9= n = nk :
10/=| & = zeros (n,3) : % Nullmatrix
11— B = ones (n,l) : % Einheitsmatrix
12
13[=| Afl:2,:) =[7 -4 1 :6 -4 1] :
14| = for i=3:n-2
15| - Lii,:) = [6 -4 17 :
16| - end
17— Ain-lin,:) =[5 -2 0 :100] :
18
19|=| nMitte = round(n/2+0.1) ;
20|-| A(nMitte-z,3) = 0 ;:
2|-| A(nMitte-1,2) =0 ;:
272|=| A(nMitte ,:] = [l 0 0] :
23|-| Ein,l) = 0.5 ;:
24
28| [ ev Z] = isiasbh m (A,B,3) !
26| - Eigenfrequen=zen = sgrtievi(l:nc)*EI/ (rhobk*h*4))/(Z%pi)
27
28(- E=0:h:L:
24| = for i = l:nc
a0( - subplot (nc,l,i) ; plot (2 , [0 : Ei(:,i)]) , grid on , ...
x| title [(strcatimmzstr(i),'. Eigenschwingqunogsform'))
32 = end I
2l N
|script Ln32 Col4
Beispid 3: "

Fur den skizzierten Trager sind de 3 % AN

1, pA

kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- T
schwingungen und de zugehérigen 12 2

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben: El = 3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg; |=1m.

Die Einzelmasse an rechten Rand soll wie im entsprechenden Beispiel im Abschnitt "Analy-
tische Losung" as Punktmasse (Vernachldssgung der Drehtragheit) behandelt werden. Damit
kann de dort entwickelte Querkraftrandbedingung am redhten Rand Gkernommen werden.

AUS
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2
m m w
Z" +

" I

Z, =0

wird mit der fur die Beispiele des Differenzenverfahrens eingefiihrten Abkirzung

4
(= PAN o
El
und der Differenzenformel fur die 3. Ableitung:
1 Km
W(_Zn_2 + ZZn_l _22n+1 + Zn+2)+—pAh4 Zn =0

Wie im Beispiel 2 muss Momentenfreiheit am rechten Rand redisiert werden, was wie dort
auf

Zyn=—2,,+2Z,
fabhrt, und dmit erhdt man aus der Querkraftrandbedingung:

_2sz

Zn+2 = Zn—2 _4Zn—1 +4Zn pAh n

Damit stehen auch hier zwei Gleichungen zur Verfiigung, mit denen de Z-Werte der beiden
rechten AulRenpunke aif Innenpunke umgeredhnet werden kdmen. Ein Vergleich mit dem
Beispiel 2 zeigt, dassnur die letzte Gleichung (Punkt n) und auch diese nur in einem Koeffi-
zienten betroffen ist:

27 -4Z. . +2Z. —KEﬂ.+ 2m % =0

Punkt n: .
O PAh

Auch hier wird de letzte Gleichung durch 2 dvidiert, um die
Symmetrie der Matrix A zu sichern, so dass sch de Abwei-
chung des Aufbaus der Matrizen von denen des Beispiels 2
(bei gleicher Matrix A) schliefdlich auf das Element

1 m
==+

Bnn
T2 pAh

beschrankt. Ein entsprechend modifiziertes Matlab-Script
liefert dieim Command Window undeinem Graphik-Fenster
zu sehenden (praktisch exakten) Ergebnisse.

<} Command Window M =] E3

File Edt “iew “Web “Window Help

= &

Eigenfrequenzen =

207786 242.1275  403.9371

N

) Figure No_ 1 O] x|

File Edit Wiew |nsert Tools: “Window Help

IDega nar/ pp

1. Eigenschwingungsform

2. Eigenschwingungsform

3. Eigenschwingungsfarm
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Berticksichtigung von Einzdmassen

Zusétzliche Einzelmassen an den Randern des Tragers werden in den Randbedingungen be-
ricksichtigt, im Beispiel 3 wurde dies demonstriert.

Zusétzliche Einzelmassen innerhalb des Tragers, die bel der analytischen Losung (redht auf-
wandig) Uber Ubergangsbedingungen erfasst werden, konren beim Differenzenverfahren
(&hnlich wie diskrete Lasten, Federn, ... sw., vgl. "Dankert/Dankert: Tedhnische Mechanik")
durch "Verschmieren” Uber die Breite h wesentlich einfacher berticksichtigt werden. Dies
wird wie folgt begriindet:

Die engangs angegebene Differenzenformel fur verénderliche Biegesteifigkeit und \erander-
liche Massebelegung vereinfadht sich flr konstante Biegesteifigkeit EI zu

0 (pA
zi_2—4zi_1+ﬁs %wﬁz -4Z,,+2,,,=0 .

An jedem Punkt i kann her also nach eine spezielle Massbelegung berlicksichtigt werden.
Wenn ke sonst konstanter Massebelegung an einem Punkt i, eine Zusatzmasse m zu bertick-
sichtigen ist, gilt ausschliefdlich fur diesen Punk:

D A+a“
TS aa Y i
0

El

[ D'Q (I

_N
&

+
N
N

I

o

(|

bzw.

0 4.0
Z -2 -4z, _1+@‘Eﬂ+l%ﬂwzﬂi _4Zi+l+zi+2 =0
" "' g O PAhOQEI 7

Damit kann de bisher verwendete Abkirzung
4
(= PAN
El
weiter verwendet (und als gemeinsamer Faktor aller Elemente der Matrix B vor die Matrix
gezogen) werden. Eine Zusatzmasse m am Knoten i, wird beriicksichtigt, indem aus-

schliefdlich das Diagonalelement der M atrix B in der Zeile i, geAndert wird: Die 1 wird
durch den Wert

ersetzt.
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4  Losungmit der Methode der finiten Elemente
Auf der Internet-Seite
http://www.DankertDankert.de/TMCu__ FEM-Grundgleichurgen/tmcu__fem-grundgleichungen.html

sind de Grundgleichungen der Finite-Elemente-Methode zusammengestellt, ihre Anwendung
wird an Beispielen mit geraden Biegetragern demonstriert. Es wird gezeigt, dassfir die Be-
rechnung der Eigenschwingungen schliefdlich ein Matrizen-Eigenwertproblem

(K—sz)v{Eo

mit symmetrischen Bandmatrizen entsteht. Die Steifigkeits-

matrix K und de Massenmatrix M werden aus den Element- P4, (2}
steifigkeits- und Elementmassenmatrizen nach dem klasg- 1 J
schen Einspeicherungsalgorithmus der Finite-Elemente- EI (2l Lo

Methode asfgebaut (vgl. z. B. "Dankert/Dankert : Techni-  “if

sche Mechanik”, Kapitel 15). .

Als Element wird ein Biegetréger mit 2 Knoten definiert. Ze
Die Knoten haben je zwei Freiheitsgrade: Vertikalverschie 7~ el %)
bung und Biegewinkel (nebenstehende Abbildung. Fur die

Verschiebung wird der Ansatz

‘ﬁs I:zs ) = g[zs )ve =gl [ze )'L?!. + gﬂ I:zs )q:': +33(zs )vj +g4 I:zs )('PJ
verwendet mit (vgl. "Dankert/Dankert : Tedhnische Mechanik"”, Seite 647)

2\ 2 Y z¢ Z?
gl(zs)=1—3{ﬁ—“] +2{£—“] > &i(z)=2 -2+

&

2 Y 2 Y 2z Z
O B E O

&

Auf der oben genannten Internet-Seite wird gezeigt, dassfir konstante Biegesteifigkeit El die
gleiche Elementsteifigkeitsmatrix entsteht wie fur das elastostatische Problem (vgl. auch
"Dankert/Dankert : Technische Mechanik”, Seite 272):

12 6, 12 6l
Fr |6, 42 -6l 27
P12 -6, 12 -6l

6l, 217 -6l 4 |

Die Elementmassenmatrix fur konstante Massebelegung pA4 ergibt sich mit dem gleichen An-
Satz zu:

156 22i, 54 13

pAl | 221,  4F 13, -3lf
420 | 54 13 156 221

&

-138, 317 221, Al? |
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An dem Biegetrager, der als Beispiel 3 in den varigen Kapiteln berechnet wurde, soll der
Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix, der Systemmassenmatrix und de Berechnung des Ma-
trizen-Eigenwertproblems demonstriert werden:

M

hfp4

| @

Y
'

=3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg ; |=1m.

Der Trager wird zur Demonstration des Vorgehens sehr grob in nur 2 Elemente unterteilt.
Dabel entstehen 3Knoten, de folgendermal3en nummeriert werden:

Y
i
Y

P I
O ©
El pA =
%) 12 |
|

I—‘-'-

Der Finite-Elemente-Algorithmus umfasg die folgenden Schritte:

Fur die beiden Elemente werden jewells eine Elementsteifigkeitsmatrix und eine Ele-
mentmassenmatrix aufgebaut. Well Biegesteifigkeit, Massebelegung und Elementlange in
diesem Fall fur beide Elemente gleich sind, ergeben sich fir beide Elemente die gleichen
4*4-Matrizen.

Die Elementmatrizen werden zu 6*6-Systemmatrizen zusammengebaut: In einer System-
matrix landet eine Elementmatrix des Elements 1 in der linken oberen Ecke, die Ele-
mentmatrix des Elements 2 in der rechten urteren Ecke. Im Mittelteil, wo sich de Ele-
mentmatrizen Uberlappen, werden de Matrixelemente bei diesem Einspeicherungsal go-
rithmus addiert.

Die Randbedingungen werden in de Systemmetrizen eingebaut, indem die zu einem ver-
hinderten Fretheitsgrad gehtdrenden Zeilen und Spalten der Matrizen gestrichen werden.
Da beide Freiheitsgrade des Knatens 1 (Verschiebung und Biegewinkel) und der erste
Freiheitsgrad des Knotens 2 (Verschiebung) behindert sind, werden de asten drei Zeilen
und Spalten der Systemmatrizen gestrichen, so dass3*3-Matrizen Ulrig bleiben.

Das Matrizen-Eigenwertproblem wird gelOst.

Das Matlab-Interface (http://www.JuergenDankert.de/MatlabFemset) zum Finite-Elemente-
Baukasten Femset gestattet auch Einblicke in de Zwischenstufen des Algorithmus.

Deshalb wird mit dem nacdhstehend zu sehenden Matlab-Script zunadist in den Zeilen 5 s 9
das Berechnungsmodell definiert, danach werden de jewells zwei  Elementmatrizen der bei-
den Elemente (Zeilen 12 und 13, die Systemmeatrizen ohre (Zeilen 15 bs 17) bzw. mit Be-
riicksichtigung der Randbedingungen (Zellen 19 bis 21) berechnet undin das Command Win-
dow ausgegeben. Der Funktionsaufruf in Zeil e 24 16st das Matrizen-Eigenwertproblem:
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B} C:\MetDbjects Fusion 4 0\User Sites\M atlabFemzet\Dateien\Femset_Komponent... [B[=] B3
File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘web ‘Window Help
DESE| /2o o | &S A5 88 &8RS sex
1 % Berechrmngsmodell [(Aufgabe 32-8): | —
i clear all
i3
4 % FEM-Eerechnmungsmodell:
8=| =y =[0: 0.5 ;1] :
B=| km=[ 1 2 ; 2 3] :
7l=| ep = [3000 3 ; 3000 3] ;
3| - kr =[11 ;10 ;007 :
9| = wk = [00 ;00 ;207 :
10
11 % Elementmatrizen:
i [Eelem Melem] = elemat m (1 , 2 , x¥ , kn , ep)
13| - [Felem Melem] = elemat m (2 , 2 , x¥ , kn , ep)
14
19l [succ K M] = Eigsys_m (®¥ , kn , ep , kr , mk) ;
16| - Kays = SymBandz0uad (K) % Svstemmatrizen ...
17 Mzys = SymBandzOuad (M) % wor Einarbeitung der Randbhedinongen
18
18| - [succ Ko Mg] = Eigwbe_ m %y , kn , ep , kr , mk) :
20— | Esysg = SymBandZ0uad (KEgq) % Svstemmatrizen
21| - Msvysq = SymBand2(uad (Mg) % nach Einarbeitung der Randbedingunogen
22
23 % Loesuny dez Eigenwertproblems
24| - [no omega wi] = femeig m (2 , x¥ , kn , ep , kr , mk)
Al Eigenfrequenzen = omeda/(2%pi) % Eigenfrequenzen
26| - draweimqwecs (x¥ , kn , kr , wi) : % Schwingungsformen =eichnen —
« | 2
|script ILn26  Col 64

Zum Berechnungsmodell: In xy stehen die Koordinaten der 3 Knaten, bezogen auf ein (belie-
biges) hier im Knoten 1 liegendes Koordinatensystem, km (*“Koinzidenzmatrix”) enthélt die
Zuordnung der Knoten zu den Elementen (zu Element 1 gehdren Knoten 1 und 2 zu Element
2 deKnoten 2 und 3. In der Elementparametermatrix ep stehenin jeder Zeile 2 Werte fur ein
Element: Biegesteifigkeit EI und Massbelegung pA. Die Matrix der Randbedingungen kr
signalisiert fur die jeweil s zwel Freiheitsgrade der Knaten (Vertikalverschiebung, Biegewin-
kel) mit einer 1 eine “verhinderte Verschiebung”, mit einer O de freie Verschiebungsmog-
lichkeit. In der Matrix der diskreten Masen mn kénren analog dazu fir jeden Knoten eine
Einzelmasse und ein Massentragheitsmoment definiert werden.

Well die Ergebnisse (Eigenkreisfrequenzen) in der Dimension de Zeit enthalten, de bel den
Gréfen des Berechnungsmodells gar nicht vorkommt, gilt die dringende (und her natirlich
eingehaltene) Empfehlung Fur das Berechnungsmodell sollten korsequent die Einheiten kg,
N undm fur all e Werte verwendet werden. Dann erhdt man de Eigenkreisfrequenzen mit der
Dimensions™.

Alle Ergebnisse werden in das Command Window ausgegeben. Sie wurden im folgenden Bild
mit Erlauterungen so zusammengestellt, dass man de Zusammenhaénge zwischen den ein-
zelnen Matrizen erkennen kann.
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Man sieht, dassdie Elementmatrizen drekt auf die entsprechenden Positionen in die System-
matrizen eingespeichert werden. Auf den Positionen, auf die Anteile aus verschiedenen Ele-
mentmatrizen gelangen (hier sind es die Bereiche, die zum Knoten 2 gehdren), werden dese
addiert. Anschlief3end wurde in der Systemmassenmatrix auf dem ersten der beiden zum
Knoten 3 gehdrenden Hauptdiagonal elemente die Zusatzmasse m = 2 kg erganzt.

In den Systemmatrizen (K und M) sind zunachst die geometrischen Randbedingungen (ver-
hinderte Verschiebungen) unberticksichtigt. Am Knaten 1 sind beide Verschiebungen (Verti-
kalverschiebung, Biegewinkel), am Knoten 2 nu die Vertikalverschiebung verhindert. Well
fur Eigenwertprobleme das Berticksichtigen der verhinderten Verschiebungen durch “Zeilen-
Spalten-Streichen” zu empfehlen ist, ist diese Strategie auch in Femset realisiert. Das bedeu-
tet, dassin beiden Systemmatrizen K undM die asten 3 Zeilen unddie esten 3 Spalten zu
streichen sind. Es verbleibt das allgemeine symmetrische Matrizen-Eigenwertproblem mit
zwel 3*3-Matrizen.

Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementmassenmatrizen:

Element 1 Element 2
253000 72000 -288000 72000 283000 72000 -288000 72000
K = 72000 24000 -72000 12000 K = 72000 24000 -72000 12000
el 258000 ~72000 288000 -72000 e2 -2&8000 -7an0n 288000 -7z000
72000 12000 -72000 24000 72000 12000 ~72000 24000
= |
[~ r
0.5571  0.0393  0.1929  -0.0232 0.5571  0.0393  0.1920 -0.0232
0.0393  0.0036  0.0232  -0.0027 _ 0.0393  0.0036  0.0232  -0.0027
M1= 0.1929  0.0232  0.5571  -0.0393 iu;g_ 0.1929  0.0232  0.5871  -0.0393
e -0.0232  -0.0027 -0.0393  0.0036 -0.0232  -0.0027 -0.0393  0.0036
= L
Systempteifigkeitsmatrix K Systemmassenmatrix| M
288000 72000 -288000 72000 0 ] 0.557L  0.0393  0.1929  -0.0232 0
72000 24000 -72000 12000 0 1] 0.0393  0.0036 _ 0.0232  -0.0027 0
-288000 -72000 576000 ] —288000 72000 0.1929  0.0232 | 1.1143 o| 0.1929  -p.023z
72000 12000 1] 45000 ~72000 1z000)| f-o.0z3z  -0.o027 o | 0.0071| 0.0232 -D0.0027
] 0 -288000 -72000 285000 -72000 ] o | o.1s20 | o.ozaz [2.5571] -0.0393
] 0 72000 12000 ~72000 24000 ] 0 | -0.023z |-0.0027 -0.0393 | 0.0036
Elementanteil +
Allgemeines symmetrisches Matrizeneigenwertproblem: m=2kg
48000 -72o00 lzooo 2 0.0071 0.0z3z  -0.0027
-72000 288000 -72000 — n.0232 2.5571 -0,0393 v, =0
12000 -72000 24000 -0.0027  -0.03393 0.0036 0

Nacdh der Losung des  Matrizen- .
Eigenwertproblem (Zeile 24 im Matlab-Script)
werden de Eigenkreisfrequenzen in Zeile 25 | Hie Edit Miew Web Mfindow Help

auf Frequenzen umgerechnet und in das Com- Al
mand Window ausgegeben. Diese konren mit  [Figenfrequenzen =

den exakten Werten verglichen werden (Kapi-

tel 2 cieses Skripts): 20,7307  280.8350
freakt = 20,785 ; foeaq =24213s™ . 5> _|EI
Die folgenden Schiussfolgerungen sind verall- 14 | :

gemeinerungsfahig: Wéahrend de erste Eigen-
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frequenz schonmit zwel Elementen
hervorragend angenadhert  wird, ) Figure No. 1 (O] x|
Zeigt schon de zwete E|genfre- File Edit “iew Insert Toolz ‘Window Help

quenz erhebliche Abweichungen DEeEE " A2/ BeD

vom exakten Wert. Die Finite- : :

Elemente-Methode ist ein Nihe- 1. Eigenschwingungsform
rungsverfahren, und de Ergebnisse
sind immer nur so gut, wie die An- ool
satzfunktionen in der Lage sind, de

exakten Verformungen anzund ol

hern. Bel einer Rechnung mit mehr
as zwei Elementen werden auch

; : . 02} ]
die Ergebnis< fur die hoheren Fre- - ; : : : ;
quenzen sehr schnell beseer. Schon P> @ i@ §d s mE 0 e
bei einer Einteilung der Tragerlan- 2. Eigenschwingungsforr
ge in 8 Elemente erhdt man auch ' ' ' ' '
fiir den 2. Eigenwert mit 02 I

freakt =242,21s™ o0 b T

einen ausgezeichneten Né&he-
rungswert. 0.2} 1

In Zelle 26 des Matlab-Scripts
werden de beiden Eigenschwin-
gungsformen in en Graphik-

-0.2 a 02 04 0B 08 1 1.2

Fenster gezeichnet (nebenstehendes
Bild).

Die ausfuhrliche Beschreibung der Berechnung dieses Beispiels (auch de Berechnung mit
beliebig vielen Elementen) mit der Moglichkeit zum Download aller Matlab-Scripts findet
man urter

http://www.JuergenDankert.de/M atl abFemset.

Die Beschreibung der Berechnung der in desem Skript in den Kapiteln 2 und 3als Beispiele
1 und 2 lehandelten Aufgaben findet man urter

http://www.juergendankert.de/TM 3/Aufgabe 32-6/aufgabe 32-6.html

bzw.
http://www.juergendankert.de/TM 3/Aufgabe 32-7/aufgabe 32-7.html.
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5  Variationsproblem, Verfahren vonRitz

Die Ermittlung der Eigenkreisfrequenzen eines Biegetragers mit der (veranderlichen) Biege-
steifigkeit EI und dr (veranderlichen) Massebelegung p4 wird duch de Differenziaglei-
chung 4. Ordnung (vgl. Kapitel 1 deses Skripts)

(E12') -’ pAZ =0

beschrieben. Sie ist ein Sonderfall der in "Dankert/Dankert: Technische Mechanik™ im Ab-
schnitt 33.5.2angegebenen Differenzialgleichung (33.38), fur die @én Randwertproblem nach
der Aussage auf Seite 643 durch ein &quivaentes Variationsproblem nach (33.39 ersetzt
werden kann. In desem Fall fuhrt dies auf das Variationsproblem fiir Biegeschwingungen:

_1 "2_ 2 2 1 2 1 '2_1 2 2 . .
I —E"’(EIZ W’ pAZ )dz+EZCka +EZCT*Z“ S ZMka 0 Minimum

(als Energieanteil e, die nicht Gber den Integralausdruck erfass werden, wurden hier Energien
in diskreten Federn mit den Federzahlen c, diskreten Drehfedern mit den Federzahlen cry
und dskreten Massen My beriicksichtigt).

Dieses Variationsproblem kann naherungsweise nach dem Verfahren vonRitz gel6st werden,
vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mecdhanik”, Abschnitt 33.5.1.Ein Ritzscher Ansatz

z~(z)=iewi (2)

(Ansatzfunktionen v; miissen jede fur sich die geometrischen Randbedingungen erfill en) flhrt
Uber die Minimal bedingungen

—=0, (i=1,2,...m)
auf ein "Allgemeines symmetrisches Matrizen-Eigenwertproblem” (die Zwischenrechnung

verlauft analog zu den Beispielen in "Dankert/Dankert: Technische Medhanik" auf den Seiten
640 lzw. 644:

D:kll k12 klm B My, my, . My, El:|:a1 B SOE
%(12 Koz Kom [ 2 %an My - My, %z O= DO C
o... .. .0 O... .. 00,0 O.c
O O O O.Cc
%(lm k2m kmm D Hnlm m2m rnmm %ﬁr D DO [
mit
Ki; :"’EI v'vi dz+ Z GV Vit ZCT,kVi,,kV;,k
und

m,; :JpA Vv, dZ+ZMkVi,kVi,k )

Die Losung des Matrizen-Eigenwertproblems liefert die Quadrate der Eigenkreisfrequenzen,
fur die das homogene Gleichungssystem nichttriviale Losungen hat. Die Anzahl der Ansatz-
funktionen m bestimmt die Anzahl der zu berechnenden Eigenkreisfrequenzen. Die zugehéri-
gen Eigenvektoren liefern de a-Werte, mit denen der Ritz-Ansatz N&dherungen fir die Eigen-
schwingungsformen ergibt.
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Folgende Schritte sind also fir die Losung einer Aufgabe mit dem Ritzschen Verfahren erfor-
derlich:

Es snd m Ansatzfunktionen (Vergleichsfunktionen) so zu wahlen, dass s$e die geometri-
schen Rand- und Ubergangsbedingungen (Absenkurng, Biegewinkel, wenn an be-
stimmten Stellen vargeschrieben) erfillen. Je mehr Ansatzfunktionen verwendet werden,
desto genauer werden de Ergebnisse.

Mit den Ansatzfunktionen werden de kjj und m; errechnet, die die beiden (symmetri-
schen) Matrizen des Eigenwertproblems bestimmen. Dabei sind u.a. bestimmte Integrale
zu |6sen.

Die Losung des Matrizen-Eigenwertproblems liefert die Quadrate der Eigenkreisfrequen-
zen und de jeweil s zugehdrigen Koeffizienten des Ritz-Ansatzes, womit auch de Eigen-
schwingungsformen bekannt sind.

Die Matlab-Scripts der nachfolgend kehandelten Beispiele basieren samtlich auf folgenden
Strategien:

Als Ansatzfunktionen werden ausschliefdlich Polynomfunktionen verwendet. Diese &-
moglichen de Anpasaung an beliebige geometrische Rand- und Ubergangsbedingungen
undwerden vonMatlab komfortabel unterstitzt.

Die bestimmten Integrale werden numerisch gel6st, vgl.

http://www.DankertDankert.de/ TMC/TMC Energiemethoden/Numerische |ntegration/n
umerische integration.itml

Dafur wird de Simpsonsche Regel mit beliebig feiner Unterteilung des Integrationsinter-
vall s verwendet.

Das Matrizen-Eigenwertproblem wird mit der von Matlab bereitgestellten Function eig
gelost.

Beispid 1.

Fur den skizzierten Tréger sind de klein- =

sten Eigenfrequenzen der Biegeschwin- El p4
gungen und de zugehorigen Schwin- i
gungsformen zu ermitteln:

s

it}

B |

Gegeben: El =3000Nm? ; pA=3kg/m; |=1m.
Das komplette Matlab-Script findet man als Aufg_32_6 Ritz.m unter

http://www.juergendankert.de/TM 3/Aufgabe 32-6/aufgabe 32-6.himl.

Nadfolgend werden de @nzelnen Passagen des Matlab-Scripts beschrieben:

Zunéchst werden de Parameter definiert (Zellen 8 s 10). Hier
soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass bel Schwin-
gungsproblemen zwar im Ergebnis (Eigenkreisfrequenz) die Zeit gl=| rr

als Dimension vaokommt, nicht aber in den gegebenen Werten. | qal=| 1hoa
Es gilt die naddrickliche Empfehlung: Man verwende aus-

fi % Parameter:

8- tl 1 ;

000
3 :

schliefdlich de Dimensionen m, kg und N, dann erhélt man de
Eigenfrequenzen in der Dimensions™.

Die Ansatzfunktionen miseen de drel geometrischen Randbedingungen erfill en:



Jirgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 29

v(z=0)=0 , Vv'(z=0)=0 v(z=1)=0
Das einfachste Polynom, das diese Bedingungen erflillt, ist das Polynom 3. Grades
0zd 20

“THHTHE

Man Uberzeugt sich leicht, dassauch de hdheren Polynomfunktionen

z0”? mzd)

" THH Hﬂ

die geometrischen Randbedingungen erfill en.

Matlab urterstiitzt das Arbeiten mit Polynomfunktionen recht komfortabel. Die Definition
eines Polynoms erfolgt durch die Angabe der Koeffizienten. In eckigen Klammern werden,
beginnend mit dem Koeffizienten var der hochsten Ableitung, die n+1 Koeffizienten des Po-
lynoms n-ten Grades angegeben. Das Polynom 3. Grades wird auf diese Weise durch

= [1/t1723 1/t1~2 0 0] :

definiert (t | steht fr die Tragerlange I). Im nachfolgend zu sehenden Ausschnitt aus dem
Matlab-Script sind 5Ansatzfunktionen in den Zeilen 14 bs 18 dfiniert:

13|=| m =5 ;

14— r1 [1/€1*~3 -1/t1~2 0 0] »

18— | Pz = [l/tl*4 -1/t1*3 0 0 0] ;

16/=| P3 = [1/tl*5 -1/t1*4 0 0 0 0] ;
17|=| P4 = [L/tl*6 -1/tl*5 0 00 0 0] ;
18/=| P5 = [1l/tl*7 -l/tl*6 00 0 0 0 07 :

Fur die Beredhnung der Matrixelemente des Matrizen-Eigenwertproblems werden de Ablei-
tungen der Ansatzfunktionen bendtigt, die mit der Matlab-Funktion polyder erzeugt werden:

2| - F1D = polyder (Pl):

P FZD = polwyder (P2):

23| = P3D = polyder (P3):

24| = PAD = polyder (P4);

28| - F5D = polyder (P&):

26

27 - FI1DD = polyder (PL1D) :
28| - FZDD = polyder (PED) :
29| - F3DD = polyder (P3D) :
a0 - PADD = polyder (P4D)
|- PEDD = polyder (FSD)

Die Matrixelemente sollen mit numerischer Integration berechnet werden. Fir die Simpson-
sche Regel, die enfach zu redisieren ist und ausreichende Genauigkeit li efert, wird das Inte-
grationsintervall in n aquidistante Abschnitte der Breite 4z = |/n untertellt (n mussgeradzah-
lig sein), dabei entstehen ns = n+1 Stutzstellen, de von 0 bis n nummeriert werden. Das be-
stimmte Integral

:j'ydz

z=0

wird dann gendhert durch de Simpsonsche Regel
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Az
I =?(yo +Ay, +2y, +4Y, + 2y, +Ay + . +2y, Ay +Y,)

Dabel sind dey; die Werte des Integranden an den Stitzstell en.

In der folgenden Passage des Matlab-Scripts wird de numerische Integration vabereitet. Zu-
nachst werden de zKoordinaten der Stitzstellen festgelegt (Zeile 38), danach werden de
Werte der Biegesteifigkeit, der Massbelegung und der Ansatzfunktionen einschliefdlich der
Ableitungen fir ale Stitzstellen berechnet. Fir die Berechnung der Funktionswerte der (Po-
lynom-)Ansatzfunktionen wird de Matlab-Function polyval genutzt:

33 o
34 % Vorbereitung der numerischen Integration und der Ergebnisauswerturdg:

3= n = 100 : % Anzahl der Abschnitte £ir numerische Integration

36| — dz = £l /' n : % Breite eines Integrationsinterwalls

A= ns=n+1: % hnzahl der 3titzstellen

38| - 23 =0 : de : tl ; % Koordinaten der 3titepunkte

24

40|=| EIa = geroz (nd , 1) :

41| = rhok3 = zeroz (RS , 1) :

47

43 L Z222222228222822 ANPASSEN AN DAS AETUELLE PEOELEM WON HIER ... Z2222282222222222222
44|=| EIS(l:n3) = EI : % Konstante Biegesteifigkeit und ...

45| = rhod3(l:n3) = rhod : % ... konstante Massebelegqung

46 L Z222222228222522 ... BIS HIER el il el il 288 2222228822282
a7

4a ¥ Punktionswerte und 1. und 2. Ableitung der dnsatzfunktionen an den 3titzstellen
49/ = v 1,11 = polyral (FPL P-4 L

alj=| wa 1,2) = polyral (P2 P-4 L

al|l=| wa 1,30 = polyral (P3 P-4 L

2= w3 1,4 = polywal (P4 , 310

[
[
[
[
83=| w3 (:,5) = polywval (P& . 3
[
[
[
[

4= wds (:,1) = polyval (F1D , =3)' :

a59|=| wds (:,2) = polyval (PED , =3)' :

6= wds (:,3) = polyval (P3D , =3)' :

a¥|=| wds (:,4) = polyval (P4D , =3)' :

a8|—| wd3 (:,5) = polyval (PS> , =3)' :

a8 = wdd3(:,1) = polywal (PLDD , =3)' :

GO = | wdd3i:,2) = polyval (PZDD , =3)' :

B1|=| wdd3i:,3) = polyval (P3DD , =3)' :

B2|—| wvdd3i:,4) = polyval (P4DD , =3)' :

B3 = | +wdd3(:,5) = polywal (PSDD , =3)' :

G4

G5 — subplotim+l,1,1) ; plot{zd , v3(:,l:m)) ; grid ; title('bAnsatzfunktionen:') :
BE

BT o ettt it e

In Zeile 65 werden de Ansatzfunktionen gezeichnet, um auf diese Weise @ne optische Kon-
trolle der Erfullung der geometrischen Randbedingungen fir ale Ansatzfunktionen zu redi-
sieren.

Der nachfolgende Ausshnitt zeigt den Aufbau der beiden m*m-Matrizen des Matrizen-
Eigenwertproblems (zur Erinnerung: m ist die Anzahl der Ansatzfunktionen). Die Zeillen 74
bis 86 redisieren de numerische Integration fir je @n Matrixelement der Matrizen K undM:
In den Zellen 74 bzw. 75werden de beiden Werte y, undy, der Simpsonschen Regel berech-
net, in den Zellen 78 kzw. 79 de Ubrigen yi-Werte, die dwedhselnd mit den Faktoren 4 bzw.
2 multi pliziert und summiert werden. In den Zeilen 85 kzw. 86 werden de Summen (der In-
halt der Klammer in der Simpsonschen Regel) mit 4z/3 multipliziert:
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(af5] % Aufhan des allgemeinen Matrizen-Eigenwertprohlems:

B9 - E = zeros (m , m) 2

70| - M = geros (m , m) 2

71

T2 = for ii = l:im % dchleife iber alle Gleichungen
73— for jj = lim ¥ ii-te Zeile (Koeffizienten kij)
74| - Summel = EIS  (1)*wddS{l,ii)*wdds(1l,33) + EIS (n%)*wdd3(n3,1ii)*wdds(n3, i) ;

75| - SummeZ = rhokS{li*wS  (1,ii)*wS (1,33) + rhodS(n3)*wS (n3,11)*%vs  (n3,33) :

76| — faktor = 4 ; % Numerische Integration ..

7 - for k = 2Zin % ... nach Zimpsonscher Regel ...
78— Summel = Zummel + EIS (k) * wdd3(k,1i) * wdd3 (k,33) ¥ faktor ;

74| - Summes = Summez + rhod3 (k) ¥ v (k,1ii) ¥ w3 (k,33) ¥ faktor ;

20| — if [faktor == 4] faktor = 2 ;

81— else fakrtor = 4 :

82— end ;

83— enid

B84 % 33333333333333 ANPASLEN AN DAas AKTUELLE PROELEM WON HIER ... 3333333333333333333333333
84| - E(ii,j3) = Summel*d=/3 :

26| — Hiii,j3) = SummeZ*dz/3 ;

a7 % 333333333533335 ... BIS HIER ... 3333533533353353353333333535335335335333333533533335335333333353353333
88| - end

84— end

Schliefdlich wird das Matrizen-Eigenwertproblem mit der Matlab-Function eig gelost (Zeile
92, wl. Matlab-Help). In Zeile 95 werden de Eigenkreisfrequenzen in Eigenfrequenzen um-
geredhnet, diein Zelle 97 sortiert undin Zeile 99 in das Command Window ausgegeben wer-
den. Danach werden de Eigenschwingungsformen gezeichnet:

91 % Lisen des allgemeinen Eigenwertproblems:
82(-| [V D] = eig (E , M)
53
q4| - for i=l:m
45| = £ii) = sgqre(D(i,1)) f (2%pi) !
96| - end
97| = [E , Index] = sortci(f) :
98| — if m > 3) mwm = 3 ; elsemm = m ; end ; % Maximal 3 Eigenfrecquenzen ausgeben ...
99| = | Eigenfrecquenzen = £({l:mm)
100
101 = z=0:tl/m: £l ;
102 = for i = l:imm % ... bzw. Eigenschwincqungsformen zeichnen
103|— wo= w3 F ¥, Index(i)) :
104| = subplot (mm+l,1,i+1) ; plot (= , w) , grid on , ...
105 title [(strocatimmiatr(i),'. Eigenachwincngsform:')) :
106| - end
o indon 2 e e i
Command Window zu sehen. Es werden nur : — :
. Fil= Edit “iew “Web ‘wWindow Help
3 der 5 berechneten Eigenfrequenzen ausge-
geben, weil die hoheren Frequenzen we- 77 [
Eigenfrequenzen =

sentlich urgenauer sind (wenn hdere Fre-
guenzen interesseren, sollte ene grofere
Anzahl an Ansatzfunktionen verwendet
werden). Ein Vergleich mit den exakten |.. _IEI
Werten (Kapitel 2) zeigt fur die esten 3

Eigenfrequenzen eine ausgezeichnete Uber- N .
einstimmung.

T7.58858 251.53595 539.:2116
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Dassdie mit dem Ritzschen Verfahren berechneten Werte alle etwas grofRer sind als die
"exakten" Werte, ist kein Zufall. Der " Zwang, mit vorgegebenen Schwingungsfor men
zu schwingen" , macht das System steifer, und damit werden die Frequenzen hoher.

Die Ausgabe in das Graphik-Fenster bestétigt, dass die Ansatzfunktionen de geometrischen
Randbedingungen erfillen. Die Eigenschwingungsformen zeigen de ewarteten Verlaufe:

-} Figure No_ 1 =10 x|

File  Edit “iew Insert Toolz “wWindow Help

InDsEas(hAr/ 2o

Ansatzfunktionen:

1. Eigenschwingungsform:

005F--------

I J—

1
1
:
1
1
1
.
=]

0.1
0.1

2. Eigenschwingungsform:

1
1
1
______ U
1
1
1
1

0.1
0.02

3. Eigenschwingungsform:

i i

1 1

1 1 1

1 1

|:| _____ F i d e e - - T

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

-0.02
1]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Beispiel 2: 7
Fur den skizzierten Trager sind de 3 > 7 v '
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege- |, = ELp
schwingungen und de zugehérigen r2 12

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben: El =3000Nm? ; pA=3kg/m; |=1m.

Es konren de gleichen Ansatzfunktionen wie fur das Beispiel 1 verwendet werden, wenn
man de Nullstelle fir die Verschiebung in den Punkt z=1/2 =1y, legt, also:

|:|Z |j'+2 |:|Z |j‘+l
Vi=0-0 —-G-0O
.0 OhO
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Die Funktionen gelten natirlich Uber den Lagerpunkit hinaus fir die gesamte Trégerlange. Die
Anderung des Matlab-Scripts beschrankt sich also auf die Zeilen 13 bs 18:

13| m =5 : tlh = tl/2 ;

14/=| Pl = [1/tlh*3 -1/tlh*2 0 0] ;

15/=| Pz = [l/tlb*4 -1/tlh*3 0 0 0] ;

16(=| P3 = [1/tlh*5 -1/tlh*4 0 0 0 0] ;

17|=| P4 = [1/tlbh*6 -1/tlh*5 00 0 0 0] ;

18|=| PS5 = [1/tlh*7 -1/tlh*6 00 0 0 0 0]
Mit dieser kleinen Aqderung (Matlab-Script  mrs—rv—m— M=
Aufg_32_7 Ritz.m) wird das Beispiel 2 be- File Edit View Web ‘Window Help
rechnet. Im nebenstehenden Command Win- — -
dow sient man, dassdie esten beiden Eigen- Ei _

. . . igenfrequenzen =
frequenzen (im Vergleich mit den exakten
Ergebnissen aus dem Kapitel 2) sehr gut ge- 49,9487 310.5240 511.0673
ndhert werden, wahrend der dritte Eigenwert
schoneine signifikante Abweichung zeigt. > =
4| | b

Bertcksichtigung von Einzdmassen und Federn:
Einzelmasen flieflen Uber die Elemente der Matrix M in de Redhnurg ein:

m,, :J'pA A% dZ+ZMkVi,ij,k '
|

Der erste Summand wird duch numerische Integration erzeugt, was im oben beschriebenen
Matlab-Script bereits redisiert ist. In Zeile 86 wird der Wert fur ein Element my; in die Matrix
M eingespeichert. Wenn an einem Punkt mit der Nummer k eine Einzelmasse My zu bertick-
sichtigen ist, mussnur diese @ne Zeil e erweitert werden:

Mii,jj) = Summe2*dz/3 + M*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Einzelmassen an anderen Punkten werden durch weitere Summanden redlisiert.

Die Berlicksichtigung diskreter Federn ist vergleichbar einfach. Sie flief3en ber die Elemente
der Matrix K in de Rechnurg ein:

— "n.o.n ] ]
ki, —IEI viv) dz+ chvi’kvj’k + ZCT,kVi,ij,k
|

Auch hier wird der erste Summand duch numerische Integration erzeugt, was im oben be-
schriebenen Matlab-Script bereits redisiert ist. In Zeile 85 wird der Wert fur ein Element ki;
in de Matrix K eingespeichert. Wenn z. B. an einem Punkt mit der Nummer k eine Feder mit
der Steifigkeit ¢, zu berlicksichtigen ist, mussnur diese éne Zelle eweitert werden:

K(ii,jj) = Sumel*dz/3 + ck*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Federn an anderen Punkten werden duch weitere Summanden redisiert, bel einer

Drehfeder mit der Steifigkeit cr x mussmit den Ableitungen der Verschiebungen multi pli ziert
werden, der Summand lautet dann:

cTk*vdS(k,ii)*vdS(k,jj)
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Beispid 3: _
Fur den skizzierten Trager sind de 3 %
kleinsten Eigenfrequenzen der Biege ‘

schwingungen und de zugehdrigen | 2 2
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben: EI = 3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg; |=1m.

Die Aufgabe kann mit zwei kleinen Erganzungen im Matlab-Script fir das Beispie 2
(Aufg32_7 Ritz.m) gel6st werden:

7

M
®

El pA

i
Y
Y

In Zeile 10 wird der Wert fur die diskrete Masse aganzt

. .. . . 7 % Parameter:
(s mk bezeichret, um Kollision mit dem bereits ver- al-| 1 - 1
wendeten Parameter m — Anzahl der Ansatzfunktionen - al-| ET - 3000 :
zu vermeiden). In Zelle 86 werden de Elemente der | 1o[-| rhok = 3 : mk = 2
Matrix M um den Anteil der diskreten Mas< erweitert:

Summel *d=z /3
Summe2¥dz /3 + nEFwinda, i1 wins, 33

Gl E(ii,33)
gk M{ii, 33)

Mit diesen Anderungen entsteht das Matlab-
Script Aufg32_8 Ritz.m, mit dem das Beispi€l Filz Edt View web ‘window Help
3 gelost wird. ;} — — = o

Im nebenstehenden Command Window sind Eigenfrequenzen =
die Eigenfrequenzen zu sehen, de die exakten
Waerte (Kap|te| 2) sehr gut nahern. 20.8588 243.9620 439.Z2906

== -
4| | 3

<} Command Window =] E3

6  Der Rayleighsche Quatient

Wenn fur die Naherungsltsung des Variationsproblems ein Ritzscher Ansatz mit nur einer
Ansatzfunktion entsprechend

Z(z)=av(2)

verwendet wird, degeneriert das homogene Gleichungssystem fur die Bestimmung der An-
satzparameter zu einer Gleichung

(k11 —wzmn) a=0
mit
Ky, :J’EI V"% dz+ chvj + ZCT,N'Z
und

mll:‘!’pAv2 dz+ZMk\7§ :
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Daraus l&sd sich eine Naherungsformel fir das Quadrat der Eigenkreisfrequenz erzeugen, der
so genannte Rayleighsche Quatient:

"’EI V"2 dz+ chvf + ch\?z

PAV  dz+$§ M
‘[ Z k Tk

Damit kann in der Regel nur eine recht grobe Naherung fur eine Eigenkreisfrequenz erzielt
werden, es =i denn, de gewahlte Ansatzfunktion ist der Eigenschwingungsform sehr dhnlich.
Das nachfolgende Beispiel demonstriert dies.

Beispid 1. ]

Flr den skizzierten Trager ist eine Nahe- > A
rung fur die kleinste Eigenfrequenz der , El pA T
Biegeschwingungen mit dem Rayleigh- /

|t
[

i

schen Quatienten zu berechnen
Gegeben: EI = 3000Nm? ; pA=3kg/m; I=1m.

Bel Verwendung einer beliebigen Funktion, de nattrlich de geometrischen Randbedingun-
gen erfilllen muss ist das Ergebnis erwartungsgemal? sehr ungenau. Die Ansatzfunktion

gozd _red
""HHHH
liefert z. B. die Eigenfrequenz
f; =103,1s™

Diesist ein unbrauchbarer Wert, wie én Vergleich mit dem exakten Wert (f1 exaxe = 77,608 ™
vgl. Kapitel 2 deses Skripts) zeigt.

Ein wesentlich besseres Ergebnisist zu erwarten, wenn man eine elastostatische Biegelinie ds
Ansatzfunktion verwendet.

Es bietet sich natlrlich an, de Biegelinie fur einen Trager

mit konstanter Linienlast zu verwenden. Fir den neben- 9y

stehend skizzierten Tréger mit konstanter Biegesteifigkeit ,

El qgilt (vgl. z. B. "Dankert/Dankert: Technische Mecha 3 %

nik", Seiten 246 und 24y . l 0
_ g l* D Oz szf 3z [f 0

~ 48EI B B_E B_H B_HQ

Als Ansatzfunktion mussnur der Inhalt der edkigen Klammer verwendet werden. Mit

_,ed ozl
S °BH" HH
erhélt man de ausgezeichnete Naherung:
f1 77,76 s
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Die Rechnung kann durchaus noch vonHand erledigt werden, was all erdings wegen der Feh-
leranfdlli gkeit nicht zu empfehlen ist. Man sollte zumindest die Hilfe @nes symbalisch rech-
nenden Programms in Anspruch nehmen. Nadfolgendist die Rechnung mit Maple zu sehen.

Die Ansatzfunktion vS wird mit der Maple-Funktion diff zweimal abgeleitet, anschliefend
Maple-Funktion int Z&hler und Nenner des Rayleighschen Quotienten be-
rechnet. Schliefdlich wird aus dem Rayleighschen Quatienten mit den vorgegebenen Zahlen-

werden mit der

werten de kleinste Eigenfrequenz ermittelt.

EdMaple 8 - [Untitled [1] - [Server 1]] M=l E3
@ File Edit “iew Inzert Fomat Spreadshest Window  Help _|E’|£|

[

i

fill
Ll
!

F|%|EH S| |0 |BRB] (o] (2T (=)=

X

e | (] 4[]

[
[

restart;
v8:=z2 - 2%(z/1)"4-h*{z/1)1"3+3*(=/1)"2;

224 523 322

vy =5 — 4— 3+ >
! ! !

vSdd:=diff{diff{vs5({(=z), =), ,=2);

2422 Az 6
vl = - +
3 2
1) ;

ARy
k[ll]:=int(EI*v5dd“2Fz=0.. )]
36 B

iy =
11
517

m[l1ll]:=int {(rhod*vS({=z)"2,=2=0..1);
19 rhnd !

&30
omegaQuadrat:=k[11]/m[11];

4536 BJ

m“ =

amegaliuadrat = 4
191 rhod
EI:=3000; rhohA:=3; 1l:=1:

Hl=3000
rhod =3
I=1
fl[l1]:=evalf(sqrt{omegaQuadrat) /(2*Pi)) ;

= T1.76422607
! [

[ Time: 23s |Bytes 3.06M | Avaiable: 182M |

Das folgende Matlab-Script 16st die Integrale numerisch mit der von Matlab angebotenen
Function quad. Dieses Script und ein weiteres Script, das eine Modifikation desim Kapitel 5
benutzten Scripts fur das Ritzsche Verfahren ist und de Integrale wie fur das Ritzsche Ver-

fahren mit der Smpsonschen Regel 16st, findet man urter
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http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 32-6/aufgabe 32-6.html.

37

B} C:\MetObjects Fusion 4.05Uszer Sites\Tm3A\D ateien\Aufg32 6 _Rayl.m
File Edit ‘“iew Text Debug Breakpointz ‘web 'window Help
DS H| 2R o | & BF | 88| BRE RE|sex]e - x
1 % Biegeschwinqungen gerader Traeger, Bavleighscher Quotient, dufgabe 32-6. =3
2 function Aufg3zZ_ 6 Rayl
] clear all
4
a % Parameter:
1] tl =1 ; EI = 3000 ; rhok = 3 ;
T
a L Ansatzfunktion und deren 2. Abhleitung:
9= global & w3DD
10| = w3 = [2/£1*d -5/£1*3 3/tl2 0 0] ; % Biegelinie bei konstanter Linienlast
11|=| 30D = polwder (polyder (w3)): % 2. Ableitung der dnsatsfunktion
12
13[=| k1l = EI +*quadi@kllfun,0,tl] :
14— mll = rhod*quad(Bfmllfun,d,tl) :
14
16| = Eigenfrequens = sgrt(kllsmll) / (Z2%pi)
17
18 function ¥ = mllfun(x)
19| - global & w3DD
20| - ¥ = [polyvalivd , x)11.%2 :
21
22 function ¥ = kllfun(x)
28= global & w3DD
24[=| v = (polywal(wsDD , =])1."2 : —
2l N
\Aufa32_6_Rayleigh |Ln 2 Col 23

Das Ergebnis erscheint im Command Window
und ist identisch mit dem symbalisch mit Maple

<} Command Window M =] E3

File Edit “iew ‘web ‘wWindow Help

errechneten Wert.
. o = [
Es gilt eine entsprechende Aussage wie fUr das  |gj yenfrequenz =
Ritzsche Verfahren: Die mit dem Rayleigh-
schen Quotienten zu berechnenden Werte sind 77.7642

Obergrenzen fur den tatsachlichen Wert.
== |

4 |




