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1 Differenzialgleichung

Betrachtet werden gerade biegeste™-
Trager, die kontinuierlich mit Masst
% :
1%

belegt sind, fur die die Frequenze
der Biege-Eigenschwingungen ermi
telt werden sollen (die Frequenzei,
mit denen der Trager - einmal angeregt - frei schwingt). Begdschwingungen bewegen
sich die Massenteile senkrecht zur Tragerachse, wie es die Skizze andeutet.

EIl pA S5

Ein Vergleich der Belastung eines Tragers fur ein elagisshes Problem mit der Belastung
infolge der Bewegung der Massenteile fuhrt zur Differenigaigung fur die Biegeschwin-
gungen gerader Trager:

Beim elastostatischen Problem muissen die Schnittgréf3en (Bieg

ment und Querkraft) mit der Linienlast am differenziell kleinge- E quz
ment im Gleichgewicht sein (siehe Kapitel "Schnittgro3emiy un-

ter Anwendung der Bernoulli-Hypothese fur die Biegeverformu (' l)
erhalt man aus geometrischen Betrachtungen die "Differgiaial =
chung der Biegelinie 4. Ordnung" (siehe Kapitel "Verformunc Ldz

durch Biegemomente"):

(El v') =q
Hierin sind die Linienlastj und die Verschiebungpositiv nach unten gerichtet.
Das entsprechende Element beim schwingenden Trager ist nur ="

die Tragheitskraft der Masse des Elements belagastist (lie Dichte ’PA dz v
des MaterialsA die Querschnittsflache des Elememtdz also das !
Elementvolumen ungAdz die Elementmasse). Das Produkt a (I D
Elementmasse und der Beschleunigung (zweite Ableitung der ————
schiebungv nach der Zeit) ist als d'Alembertsche Kraft (siehe Ka dz

tel "Kinetik des Massenpunktes™) entgegen der positiven Verscine-
bungsrichtung anzutragen. Der Vergleich mit dem elastostatischblef zeigt, dass fur die
Biegeschwingungen des Tragers die Differenzialgleichung

(El V') =-pAv
gilt. Dies ist eine partielle Differenzialgleichung fir die Funktnt), die Striche bedeuten

Ableitungen nach der Koordinatedie Punkte Ableitungen nach der Zeit
Mit dem so genannten Bernoullischen Produktansatz fir die gesuchte Funktion

v(zt)=2(2) T(t)

(die beiden Funktioned bzw. T sind jeweils nur von einer der beiden unabhéngigen Variab-
len abhangig) gelingt es, die partielle Differenzialdieing in zwei gewdhnliche Differenzi-
algleichungen zu tberfuhren. Einsetzen dieses Ansatzes in dal@differenzialgleichung
liefert:

(E1z") T=-pAZT .

Wenn nun alle voz abhéangigen Funktionen (das kdnnen auch die Biegesteiftgkeind die
MassebelegungA sein) auf einer Seite der Gleichung und alle ¥abhangigen Funktionen
auf der anderen Seite zusammengefasst werden, dann kdnnen entsprechend
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(E1zZ") T

pAZ T

die Gesamtausdricke auf beiden Seiten von keiner der beiden unabhavaigdlen ab-
hangig sein. Sie wurden deshalb gleich einer Konstantgsetzt, mit der nun zwei gewohn-
liche Differenzialgleichungen formuliert werden kénnen. Die einfacherbalden

T+kT=0

ist die bekannte Differenzialgleichung der freien ungedampfténviBgung (siehe Kapitel
"Schwingungen"), und damit ist die Konstaktals das Quadrat der Eigenkreisfrequenz der
Schwingung

k =af

zu interpretieren. Die allgemeine Losung dieser Differenagadging ist nur insofern interes-
sant, dass man weil3, dass eine harmonische Schwingung entsprechend

T =Ccos(wt -a)

vorliegt. Die (hauptsachlich interessierende) Eigenkreisfrequeselbst kann nur aus der
Lésung der anderen gewoéhnlichen Differenzialgleichung

(E12")
pPAZ

=k =&/

gewonnen werden. Dieg@mogene lineare DifferenzialgleichuagOrdnung

(E1 2"} -a? pAZ =0

(die FunktionZ beschreibt die Schwingungsform) muss unter Beachtung der Randiedingu
gen (lineares Randwertproblem) gel6st werden.

2  Analytische Losung fur Trager mit konstantem @ukenitt
Wenn sowohl die Biegesteifigketl als auch die Massebelegupg konstant sind, verein-
facht sich die Differenzialgleichung fur die Schwingungsform zu
zm - Pl 720 .
El
Zur Vereinfachung wird die dimensionslose Abktrzung
A4 = pAaf |4
El

verwendet I(ist eine beliebig zu wéahlende Bezugslange, die eingefuhrt windzu einem
dimensionsloseh zu kommen). Die damit formulierte Differenzialgleichung
4
ZHII _A_ Z = O

| 4

(gewohnliche lineare homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung mitaaes Koeffizien-
ten) wird mit dem aus der Mathematik bekannten Verfahren geliggte( die ausfihrliche


http://www.tm-mathe.de/Themen/html/gewdgllin.html#HomLineDgl
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Behandlung solcher Differenzialgleichungen auf der Internethgtkematik fur die Techni-
sche Mechanik Die allgemeine Losung (der Skeptiker Uberzeuge sich durch Engdétann

folgendermal3en formuliert werden:

Z=C, cos(/ll—zj+c2 sin(/ll—zj+c3 cosh(/llzj+c4 Si nh(/ll—zj

Die 4 Integrationskonstanten missen aus Randbedingungen bestimmt werden.dbém weit
Schritte sind:

Formulieren der Randbedingungen, Einsetzen in die allgemeine Losufigrian erhalt
ein homogenes Gleichungssystem fur die Integrationskonstanten.

Dashomogene Gleichungssysté@ann nur dann nichttriviale Lésungen haben (nicht alle
Integrationskonstanten haben den Wert Null), wenn die Koeffizienemadegate ver-
schwindet. Das Nullsetzen der Determinante fuihrt auf einerBesingsgleichung fik,

aus der die (hier unendlich vielen) Wekiebestimmt werden kénnen, fur die nichttriviale
Lésungen moglich sind. Aus dankdnnen dann die Eigenkreisfrequenzen

A [ED
12\ pA
bestimmt werden, wobei in der Regel nur wenige (die kleinstengsgsieren (zur Erinne-

rung: Eigenschwingungsfrequehand Eigenkreisfrequenm sind Giberw = 2rf miteinan-
der verknupft).

Zu jeder Eigenfrequenz gehort eine Eigenschwingungsform, dreiatis nur bis auf ei-
nen beliebigen Faktor bestimmt werden kann. Praktisch kann man so vorgeinesetzt

in das homogene Gleichungssystem flr die Integrationskonstanten deigenschwin-
gungsform gehotrendei;-Wert ein und ordnet einer beliebigen (allerdings nicht von
vornherein verschwindenden) Integrationskonstanten denMWertum dann aus dem um
eine Gleichung reduzierten System die anderen Integrationskonstantbastimmen.
Damit ist dann die Schwingungsfoif(z) bis auf einen beliebigen Faktor bekannt.

Beispiel 1: _
Fur den skizzierten Trager sind die = A
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg |, El p4 T

schwingungen und die zugehorige | /

v

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.
Die allgemeine L6sung fur die Schwingungsform

Z=C, cos(/ll—zj+c2 Si n(/lI_ZjJng cosh(/ll—zj+c4 Si nh(/ll—zj

muss folgenden Randbedingungen angepasst werden:


http://www.tm-mathe.de/Themen/html/gewdgllinkon.html#HomLineDgl
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/gewdgllinkon.html#HomLineDgl
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/homogene_gleichungssysteme.html
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1) v(z=0)=0 B Z(z=0=0
2) Vv(z=0)=0 B Z'(z=0=¢
3) v(z=I)=0 R z(z=1)=0
4) M,(z=1)=-ElV'(z=1)=0 R Z"(z=1)=0

Es werden also auch die ersten beiden Ableitungen der Fu@kipbendtigt:

Z' = /Il— {—Cl sin(/]l—zj+c2 cos(/]l—zj+c3 sinh(/]l—zj+c4 cosh(/ll—zﬂ :
2
Z" :'l‘—z {—Cl cos(/ll—zj -C, si n(/llzj +C, cosh(/!l—zj +C, si nh(/ll—zﬂ

Die vier Randbedingungen ergeben folgende vier Gleichungen:
1) C,+C,=0 - C,=-C,
2) C,+C,=0 R C,=-C,
3) C,cosA+C,sinA+C,coshA+C,sinhA1=0
4) -C,cosA-C,sinA+C,coshA+C,sinhA1=0

Die beiden ersten Gleichungen kdnnen genutzt werden, um die Anzahhlbekdonten auf
zwei zu reduzieren, so dass folgendes Gleichungssystem verbleibt:

cosA-coshA  sinA-sinhA ||C, | |0
—-cosA-coshA -sinA-sinhA || C, 0
Dieseshomogene Gleichungssystekann nur nichttriviale Losungen haben, wenn die Koef-

fizientendeterminante verschwindet:
(cosA -coshA)(-sinA-sinhA)+(-cosA-coshA)(sinA-sinhA)=0

Nach einigen elementaren Umformungen erhalt man die Gleichung
sinA coshA - cosA sinhA=0 ,

die nur numerisch geldst werden kann. Nebt
stehend ist das Ergebnis der Berechnung
ersten drei Eigenfrequenzen mit MATLAB z

<} Command Window =] B3
File Edit “ew “Web ‘wWindow Help

sehen. sz [
) EigenFrequenzen =
Zur Berechnung der Schwingungsformég(z)
wird (willktrlich) die Konstante C; = 1 gesetzt. 77.5986 251.4692 524.6704
Dann erhélt marC; = -1 und
== -
C,= _cgsx] —cgsh/l . c,=-C, al | _’|:I
sinA-sinhA

so dass sich die zum Eigenweit gehdrende
Schwingungsform folgendermal3en darstellen lasst:

CosA, —coshA,
zZ (z):cos(/lizj—cosh(/lizj— L sin(/lizj—sinh(/lizj
I | ) sinA, —sinhA, I I



http://www.tm-mathe.de/Themen/html/homogene_gleichungssysteme.html
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Nebenstehend sieht man die graphische Darstellung
Schwingungsformen zu den ersten drei Eigenwerten in eil
Graphik-Fenster von MATLAB (das komplettdATLAB-
Scriptist unten zu sehen).

Wenn - wie fir die Losung dieses Problems und ahnlic
Probleme - die numerische Berechnung am Ende doch 1
zu vermeiden ist, sollte man sich fragen, wann man zur nu
rischen Berechnung ubergehen sollte. Naturlich kann 1
bereits fir die Losung der Differenzialgleichung ein nume
sches Verfahren verwenden. Wenn der Tragerquerschnitt |
konstant ist, wird dies in der Regel die einzige praktika
Mdoglichkeit sein.

Aber fir den Trager mit konstantem Querschnitt ist die an
tische Losung, die hier gezeigt wurde, die im Sinne des
rechnungsmodells exakte Lésung auch dann noch, wenn
Schluss die Losung der Eigenwertgleichung nur numeri
gelingt, denn man kann die Eigenwerte aus dieser "exak
Gleichung beliebig genau bestimmen. Und genau aus die
Grund bietet es sich an, mit der Numerik schon etwas frt
einzusteigen, an einem Punkt, an dem die Vorteile der "e:
ten" Losung erhalten bleiben, aber der aufwendige (und d:
fehleranfallige) Teil der Handrechnung deutlich reduzi

werden kann. Dieser Punkt ist bei diesem Beispiel errei...,

wenn man das homo
gene Gleichungssys
tem fur die Berech-

B} CATMCABiegeschwingungentbsl.m

File Edit “iew Text Debug Breakpointz ‘web ‘window Help

<=} Figure No. 1 - O] x|

File Edit “iew Inget Tools ‘Window Help

Y Y 2

1. Eigenschwingungsform

a 0z 0.4 06 o8 1
3. Eigenschwingungsform

DEEH| 2R o | S5 | 88| BREDBE| s = x

nung der Integrat'onS' 1 function bsl % Biegeschwingumg, links eingespannt, rechts Loslager =

) 2
konstanten aufgestell = J_| & _ a0,
hat, denn dann kanr = 47 e - G
man Ohne Ver|USt del B[~ lamanf = ul : % Nach Mullstellen (Eigenwerten) zu ...
Genau|gke|t der 7|=| lemend = &0 ; % ... lu.ntersuchender Eereich .

. 8= | mnevmax = 3 % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
Rechnung fur das s
SUChen der NU||Ste|- 110: cflilta i (lamend—lamanf]leDD : % Schrittweite fir das "Scannen’ dez Bereichs
. . = ewy [lamanf) ;
len die Bedingung = 12| i -1
"Koefﬂz'entendeter- 13 - for lam = lamanf+delta : delta : lamend
minante gleich Null" = 1§~ 2 - evg (1) ;
. 16| = if [(f1%fZ < 0 | £2 == 0] % Vorzeichenwechsel? Dann ...

SChon numerISCh rea 17— lam0{iew) = fzero ([@ewy , [lam-delta lam]) ; % ... Hullstelle suchen
] 18- iew = iew + 1 :
lISIeren 18- if iew > nevmax break ; end % nevmax Nullstellen gefunden?
Und wenn man sich = 2171 =
dazu entschlief3t, soll- = 22-| ena

) 23
te man konsequen 24|~ | EigenFrequenzen = (sqgrt(3000/rhod) * law0.*Z/L°Z) / [(2%pi)
sein und unmittelbar = 2

. 26| - =0:0.0L:1;
nach dem Aufschrei- = 7l-| zor s - 1iiees
ben der Gleichunger = 28-|  lesi - tai)
. 28 - Z = cos(lami*z)-cosh(lani*z)-(sinilani*z)-sinh({lani*=z)}* ...
einsetzen (ohne der {cos(lemi)-cosh(lani))/(sini{lani)-sinh(lani)) ; % Schwinqungsformen ...
H. "Ain_ M- subplot (iew-1,1,i) ; plot {2z , 2) , grid on , ... % ... darstellen
VerS'!JCh’ elnlge emn 32 rtitle [(atrcat{numZstr(i),'. Eigenschwingqungzforn'))
fach" zu eliminieren- = 33| em
34
de Unbekannte vorat = 5 | iccions - ewy (1em
ZU entfernen)_ Im 36|-| £ = sinilam)*cosh(lan)-cos|lan)*sinh(lan) ; i
betrachteten Beispie J ' il
|bs1 [Ln2ge  col21



http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-6/aufgabe_32-6.html
http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-6/aufgabe_32-6.html
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ware dies das Gleichungssystem mit vier Gleichungen, dasasgchien Randbedingungen
ergibt:

1 0 1 0 C, 0
0 1 0 1 C,| |0
cosA sinA coshA sinhA | C, 0

-cosA -sinAd coshA sinhA || C, 0
Die aus diesem Gleichungssystem entwickelte Eigenwertgleichung
f (1) =sinA coshA - cosA sinhA=0
soll nun einfach durch
f (1) =det(A)=0

ersetzt werden, wobd@i die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist. Die
wird realisiert, indem man im oben zu sehenden MATLAB-Script die Fundtion

35
36

function £ = ewy (lam)
f = zin(lam)¥cozsh(lan)-cos(lam) *sinh(lan) ;

durch folgende Function ersetzt:

35 function £ = ewg [ lam)

ig - f = det(Matrixi(lam))

37

38 function A = Matrixd [ laao)

Ia9- ai=1 1 o 1 o

40 ] 1 ] 1

41 coz [ lam) 2in(lam) coshilam) =sinhilam)
42 —zos(lam) -sin(lamw) coshilaww) =inhilsson) ]

Dabei wurde der Aufbau der Matriin eine weitere Function verlegt, denn man sollte natir-
lich konsequent sein und die Ermittlung der Schwingungsformen auchnméttitvon Hand
vornehmen. Das homogene Gleichungssystem fir die Bestimmung dgatioteskonstanten
hat fir die berechneteg-Werte eine singulare Koeffizientenmatrix:

1 0 1 0 C | |0

0 1 0 1 C,| |0
cosA  sinA coshA sinhA |C,| |O
—-cosA  -sinA coshA sinhA ||C,| |0

hat also eine (bis auf einen beliebigen Faktor bestimmbarta}rii@le Losung. Diese kann

in Matlab mit der Functiomull bestimmt werden, die einen normierten Lésungsvektor des
homogenen Gleichungssystems liefert (die Matlab-Funatigh liefert den so genannten
"Nullraum" einer Matrix dies ist im allgemeinen Fall ein Satz von orthonormiertenoreks
deren Anzahl dem Defekt der singularen Matrix entspricht, imegehden Fall mit einer
Matrix mit dem Defekt 1 wird genau ein Vektor geliefert, derer Losung des homogenen
Gleichungssystems entspricht). Fur einen speziellen EigeAwaahn man mit den so ermit-
telten WerterC,; bisCy4; die zugehodrige Schwingungsform berechnen:

Z =C cos(/li IEjJrCZ" sin[/li I_ZJ+C3‘i cosh(/li I—Zj+ sinh(/li l—zj



http://www.tm-mathe.de/Themen/html/homogene_gleichungssysteme.html#Nullraum
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Dies wird realisiert, indem man im oben zu sehenden MATLAB-Script die Zeilen 29 und 30

29| - Z = cus(lhmi*z]—cush(lami*z]—(sin(lami*z]—sinh(lami*z]]* -
30 [cos(lami)-coshilani) ) /(sinilani)-sinh(lani)) : % Achwinqungsformen ...

durch folgende Zeilen ersetzt (Aufbau der Koeffizientenmatrix und AufrufdefFunction):

29 -
o -

null (Matrixd (lamil)

cil) *oos(lami* =zl 4+ (2) *ain(lami*=) +2 (3) *eoshi(lami*=s) 4o (4) *sinh(lawi* =] »

Die kompletten MATLAB-Scripts fur beide Varianten findet man limernet im Bereich
"Biegeschwingungen gerader TrageWenn die Aufgabe nur geringfligig komplizierter wird
(nachfolgendes Beispiel), dann empfiehlt sich die zuletzt demonstiariante nachdrick-
lich.

Beispiel 2: )
FUr den skizzierten Trager sind die Z, Z,  El od '
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg % P

1% ) Vv
schwingungen und die zugehorige : r2 : 2

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.

Es muss in zwei Abschnitten gearbeitet werden (die nachfolgend verwendetem&izor
sind im Bild der Aufgabenstellung zu sehen). Die auf die beiden Abschnitte bezogenen L
sungen (als "beliebige Bezugslange" wird 1/2 gewahlt)

Z, =C, cos(/lli,kj+c2 sin(/llﬁ*j+c3 cosh(/llz—}j+c4 sinh[/l%) ,
Z,=C, COS(/‘%)JfCe sin(/llz—fj+c7 cosh(/llz—fj+08 sinh(xl%}

enthalten acht Integrationskonstanten und mussen folgenden Rand- und Usierdangin-
gen angepasst werden:

1) w(z=0)=0 - Z(z=0=0
2) v(z=0)=0 - Z(z=0=0
3) vl(zlzl*):o = Zl(zlzl*):o
4) vi(z=1")=vy(2,=0) -~ Zi(z=1")=2y(2,=0)
5) M,y (z=1")=M,,(z,=0) - Zi(z,=1")=2"z,=0)
6) Vv,(z=0=0 - Z,(z=0=0
7)) My,(z=1")=0 -~ Zj(z,=1")=0
8) Fou(z=1")=0 -~ Zy(z=1")=0

Einsetzen der allgemeinen Losung®iiz:) bzw. Z5(z;) und deren Ableitungen in die Rand-
und Ubergangsbedingungen liefert ein homogenes Gleichungssiistalie acht Integrati-
onskonstanten:


http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-6/aufgabe_32-6.html
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1 0 1 0 0 0 0 0 ||C 0

0 1 0 1 0 0 0 0 ||C, 0
cosA siM  cosi  sinA 0 0 0 01lC, 0
-sinA  cosi  sinll  cosh 0 -1 0 - 1C, | |0
—-cosd -sind  cosi  sinA 1 0o -1 ofc,| |o
0 0 0 0 1 0 1 0 ||Cs 0

0 0 0 O -cosl - sl cosh sinh||C, 0

| 0 0 0 0 sil  -cod sink  cosh||C;| |O]

Dieses Gleichungssystem kann wieder nur dann nichttriviale Léauhgben, wenn seine
Koeffizientendeterminate verschwindet. Es ist Ubrigens durchaus nodicmdgne solche
Determinanten "von Hand" zu entwickeln. Nach einer (etwas muhsanamuireg) erhalt
man die Gleichung

f (A)=cosA(sinA coshA - cosA sinhA)=0,

der man die Losungen sofort entnehmen kacosA = 0 liefert A = 102, 32, 5172, ...und
die Klammer entspricht genau der Eigenwertgleichung des Baishislo dass man die dort
ermittelten Losungen tibernehmen kann.

Man mochte sich aber ganz gewiss bei Aufgaben dieser Artaechiiihe unterziehen, die
die Handrechnung mit sich bringt, zumal diese naturlich fehletgnigt. Deshalb wird noch
auf die Lésung mit MATLAB verwiesen,

die unmittelbar die Nullstellen der Determ
nante der Koeffizientenmatrix des oben : FEle Edt Yiew Inset Taok Mindow Help

sehenden Gleichungssystems sucht, uym |DEH& kK A A/ & 8 O

nach fur jeden gefundenen Eigenwert c

singulare Matrix aufzubauen und mit d 1. Bigenschwingungsform
null-Function von Matlabdie Integrations-
konstanten zu berechnen.

Das komplette MATLAB-Script findet mar
im Internet im BereicliBiegeschwingungen

gerader Trager"Nebenstehend und nact 5 . . . .
folgend sieht man die Ergebnisse (Eigenfi 0 0 Lyehechwingmgsiomm s !
quenzen im Command Window und d 100 . T T .

Eigenschwingungsformen in einem Gr
phik-Fenster).

+). Command Window M=l E3

Fil= Edit Wiew ‘web Window Help u 0.2 0.4 0k 0. 1

= ]

EigenFrequenzen =

49,6729  310.35945 447.0565

L i
4 2



http://www.tm-mathe.de/Themen/html/homogene_gleichungssysteme.html#Nullraum
http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-7/aufgabe_32-7.html
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Beispiel 3: _ m

Fir den skizzierten Trager sind die % Z, % 2 I pd

kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg yy, Ty,
schwingungen und die zugehoérige 2 12
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m:; m=2kg; I=1m.

Die Einzelmasse am rechten Rand soll als Punktmasse (Véissighing der Drehtragheit)
behandelt werden (dies ist in der Regel ohne nennenswerten Geraugghest erlaubt).
Dann unterscheidet sich die Losung dieser Aufgabe vom Beispiel Ziralr €ine gednderte
Querkraftrandbedingung am rechten Rand. Dort muss die Querkrafemitragheitskraft der
Massem im Gleichgewicht sein (die Gewichtskraifig braucht fur die Untersuchung der Ei-
genschwingungen nicht bertcksichtigt zu werden, siehe "Dankert/@aiikeehnische Me-
chanik”, Kapitel "Schwingungen").

Die Rand- und Ubergangsbedingungen 1 bis 7 wer
wie im Beispiel 2 formuliert. Wie dort wird als "beliebig =12 mv,(z,=1/2)
Bezugslangel* = 1/2 gewahlt, und die Randbedingung ~€2'72

wird wie folgt ersetzt:
Aus der nebenstehenden Skizze erkennt man, dass ):.

Gleichgewicht aus Querkraft und Tragheitskraft der M
sem so formuliert werden kann:

FQ’Z(Z2 =I’k)+m\'/'2(z2 =I*)=O
Aus
-EIv;,"(z2 = I*)+ m\‘/'2(22 = I*)=O
erhalt man durch Einsetzen van = Z(z) T(t):
-El Z;”(z2 :I*)T+m 22(22 :I*)T':O

und mit T =—«’T (vgl. Abschnitt 1) und

A4 - psz |"4
El
(vgl. Abschnitt 2) lautet die 8. Randbedingung schliel3lich:
m A*

27 (z,=1") p—AFzz(z2=|*)=o .

Die LosungsfunktionZ(z) und deren erste beiden Ableitungen findet man beim Beispiel 1,
ihre dritte Ableitung lautet (hier aufgeschriebenZgmit den Konstante@s bis Cg):

3
Z; = I)\—s [CS Sin(A%j‘Ce co{)\lz%j+c7 sim‘()\%j+cs cosﬁk%ﬂ

Damit kann die 8. Randbedingung wie folgt aufgeschrieben werden:
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sinA + m*)\cosA C, +| — cod + m*}\ sih |C, +
pAl pAl
sinhA + m* A coshh [C, +| cosiA + m* A sinh [C;= 0
pAl pAl
Das fur das Beispiel 2 geschriebene MATLAB-Script mu-2__
-} Figure No. 1 =10] x|

nur geringfigig modifiziert werden. Das Script fur Beispie
findet man im Internet im BereiclBiegeschwingungen ge:
rader Trager"Nebenstehend und nachfolgend sieht man
Ergebnisse (Eigenfrequenzen im Command Window und = gs

File Edit Miew Insett Tool: Window Help

lDsEa A A/ @2p0

1. Eigenschwingungsform

Eigenschwingungsformen in einem Graphik-Fenster). i
) Rt EEEEEE FE el
<), Command Window _ O] x| .
File Edt “ew “Web ‘Window Help : : : :
LT
== ;I 2 Eigenéchwingﬁngsforrh
EigenFrequenzen = 5 ' ' ' '

20,7790 Z42.1276  403.9374

> - BN
1] | k 0 U 9 OB b 1

3. Eigenschwingungsform

Auch wenn die Massebelegung des Tragers bei dem
verwendeten Verfahren nicht Null gesetzt werden kann,
tet es sich doch an, mit der Eigenfrequenz zu vergleicl ST
die man mit der einfachen Rechnung erhélt, die fur ele | %757 58 o5 1
sche Systeme mit Einzelmasse in "Dankert/Dankert: Tec
sche Mechanik" im Kapitel "Schwingungen" beschriek
wird:

Das nebenstehend zu sehende System wird au
einfaches Feder-Masse-System mit der Mass¢
und einer Biegefeder mit der Federzahlredu-
ziert. Diese wird nach den Regeln der Elastost:
ermittelt (vgl. die entsprechenden Beispiele im Kapitel "Schumgen” in "Dankert/Dankert:
Technische Mechanik™). Eine Krdftam rechten Rand senkt sich um

masselos

2 2 |

, m
; = o
‘ _
|
I |

v = 7FI°
F 96EI 4 F|
AN
ab, so dass sich als Biegefederzahl Buscg Ve ‘ EI s s b
_ 96 EI ! ! |
ATE
ergibt. Damit errechnet man die Eigenfrequeriz:i Ce =i _96E|3 =22 83s™
2\ m 2\ 7ml

Die Rechnung mit Bertcksichtigung der Tragermasse nahertigsbm Wert sehr schnell.
Mit A = 0,01 kg/m erhalt manf = 22,81 s', mit pA = 0,001 kg/m ergibt sich der theore-
tische Wert auf 4 Stellen genafi= 22,83 s*.


http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-8/aufgabe_32-8.html
http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-8/aufgabe_32-8.html

Jirgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 12

3  L6sung mit dem Differenzenverfahren

Die homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung
(E12") -a? pAZ =0

zur Berechnung der Eigenkreisfrequen&eand der zugehdrigen Schwingungsfornzeun-
ter Beachtung der Randbedingungen) kann natirlich auch numerischvggidsh, z. B. mit
dem Differenzenverfahren. Bei Naherung der 2. Ableitungen mitidiarceen zentralen Dif-
ferenzenformel (vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik"apitel "Computer-
Verfahren fur Biegeprobleme", dort findet man den Formelsatzlie ersten vier Ableitun-
gen, auch die Anwendung der Formeln auf Trager mit veranderlichem Quejschnitt

Zi" = h_lz(zi—l - 2Zi + Zi+1)
(h ist der konstante Abstand der Stlitzpunkte) erhalt man die Differenzengleichung:

A) h?
&wz Z - 2(Ii + Ii+l)Zi+1+ I, = 0.

Ii—lzi—z_z(li—l"'Ii)zi—1+(|i—1+4li + |i+1_

Diese vereinfacht sich fir den Fathnstanter Biegesteifigkeitund konstanter Massebele-
gung (homogenes Material und konstanter Querschnitt) und mit der Abklrzung

4
K =PA h o’
El
zu
Zi_,~4Z_,+6Z, -4, +Z,,,-KkZ,=0.
Beispiel 1:

7

Fur den skizzierten Trager sind die Z
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg
schwingungen und die zugehdrige
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.

Zunachst wird eine sehr grobe Einteilung des Tragem m 6 Abschnitte gewahlt, so dass
die Stitzpunkte den Abstartd=1/6 voneinander haben:

g

EI pA

Y

7 77 o~ S S~ @

Auch wenn man die Differenzengleichungen nur fir die 5 "Innenpunkte"haailst; gehen
insgesamt 8 Verschiebungen in diese Gleichungen ein, von deneinghe? (Lagerpunkte O

und 6) bekannt sind. Fur die beiden "AuRenpunkte” —1 und 7 stehen zuséatzliche Randbedin-
gungen zur Verfiigung.

Zunachst werden die Differenzengleichungen fiir die Punkte 1 ... 5 formal aufglesnh
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Punktl: Z ,-4Z,+6Z,-4Z,+Z,~kZ,=0
Punkt2: Z, —-4Z,+6Z,-4Z,+Z,~KZ,= 0
Punkt3: Z, —4Z,+6Z,-4Z,+Z.~KZ,= 0
Punkt4: Z, -4Z,+6Z,-4Z.+Z,~-kZ,= 0
Punkt5: Z, —4Z,+6Z,-4Z,+Z,-kZ .=

Die 4 Randbedingungen lauten in Differenzenschreibweise (die kbefitr die Verschie-
bungsfunktionv zu formulierenden Aussagen kdnnen analog fur die Z-Werte aufgasehri
werden):

Z, =0

Z, =0 = =—(-z,+2,)=0 = Z.,=Z,

Z, =0

M,s =0 = -Elvi=0 = Z/ = 1(25—226+z7):o = Z,=-Z,

n?

Damit kbnnen in den 5 Differenzengleichungen di®Verte der Rand- und Aufl3enpunkte
ersetzt werden, und man erhélt das folgende homogene Gleichuegs§ystleichungen mit
5 Unbekannten):

7 -4 1 0 O 1000 Z,
-4 6 -4 1 O 01 00 Z,
1 -4 6 -4 1-x/0 0 1 O Z,
0O 1 -4 6 -4 0 001 Z,
1 0 0 1-4 5 |0O0O0O 1 Zs| |
Dashomogene Gleichungssystdrmat immer die "triviale LosungZ; =Z, = ... =Z5 = 0, die

natdrlich nicht interessiert. Nichttriviale Losungen kann das homog@ériehungssystem nur

haben, wenn die Koeffizientendeterminante entsprechend

7T-k -4 1 0 0

-4 6-k -4 1 0

1 -4 6-k -4 1 0
0 1 -4 6-k -4

0 0 1 -4 5«

verschwindet. Dies ist eine Gleichung 5. Grades. keé/®erte, die diese Gleichung erfillen,
sind die so genannten Eigenwerte, aus denen sich die Eigenkyggsizen berechnen lassen.
Der Weg Uber die Lésung einer solchen Gleichung ist nattrli¢tt praktikabel. Deshalb ist
das homogene Gleichungssystem oben gleich in der Form formuledem die als
Matrizeneigenwertproblerbezeichnet wird, fir dessen Lésung eine ausgefeilte Theorie und
die entsprechenden Lésungsverfahren zur Verfligung stehen.

Das hier vorliegende Eigenwertproblem hat aus numerischer Sightwesentliche ange-
nehme Eigenschaften:

 Esist (im Gegensatz zum so genannten allgemeinen Eigenwernpyadilespezielles
Eigenwertproblem, weil k mit einer Einheitsmatrix multipliziert wird.


http://www.tm-mathe.de/Themen/html/homogene_gleichungssysteme.html
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/matrizeneigenwertprobleme.html

Jirgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 14

* Es ist einEigenwertproblem mit_ symmetrischen Matrizen Ein solches Eigenwert-
problem hat ausschlief3lich reelle Eigenwerte.

Das nebenstehende Matlab-Scri
baut die Matrix auf und berechne
mit der Matlab-Functioneig die

Eigenwerte des speziellen Eiger O = & A EEe oG

B} C:ANetObjects Fusion 4.08Uzer Sites\TMcukDateien\Bie... B [=][E3

File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘web “Window Help

88|

Wertpr0b|em5, d|e ansch”eBend | 1 % Differenzenverfahren, Biegeschwingungen | —
die Eigenfrequenzen umgerechn g ¢ (Beispiel 1, 5 Gleichungen)
und in das Command Windov - clear a1l
ausgegeben werden: 5
G-| L =1
+). Command Wi___ [H[=] E3 7|=| rhed =3
File Edit Wiew wWeb 3 EI = 3000
Window  Help 10/=| na =6 % Anzahl der Abschnitte
= =] M|~ b = L/mk:
Eigenfrequenzen = E | n =nil
14-| 2=[7-4 1 0 0;:
73.0175 15 -4 5 -4 1 0 ;
215.3257 16 1-4 6-4 1;
392.4880 17 0 1-4 6 -4 ;
L&el. 1693 1a o0 1-4 57 ;
681.3130 14
20| - D = eigid) ;
e - 21|=| Eigenfrequenzen = sqrt(D*EI/(rhok*h*4))/(2%pi)] —
4 | , 4] | v
|script [Ln21  cCol47

Wahrend die erste Eigenfrequenz den exakten Wert trotz der sdiengioskretisierung
recht gut nahert, sind die hoheren Frequenzen recht ungenau, weil diezleteptn Eigen-
schwingungsformen mit eine*

so kleinen Anzahl von Stiitz 5_. C:\Nlﬂiects Fusion 4.D\Usel5its\TMcu\Daeien\Biegeschwggn\... =] 3
stellen nur unzureichend genz’ File Edit “iew Text Debug Breakpoint: ‘web ‘window Help
L = ER ) Cu D%
hert werden kdnnen. D@ - e |@|a s | 88|48 E L
1 % Differenzenverfahren, Biegeschwingungen =
Bei einer feineren Diskretisie- g % (Beispiel 1, n Gleichungen)
rung bleiben die von Null ver- 4-| clear anl
schiedenen Elemente in de :
- . - L =1
beiden ersten und den beide e
letzten Matrixzeilen unveran- B-| ET = 3000 :
- . g
dert’ daZWISChe_n erg_eben _SI( 10— nd = 100 % Anzahl der Ahachnitte
weitgehend gleichartige Zeilet | 11|-| n = 1ma :
(wie die 3. Zeile im oben zL | 7| » -ml: _
. . . 13— i = Zeros (n,n) ! T Nullmatrix
sehenden Script, jeweils ur | 14
die Hauptdiagonale angeorc &= '87| &l l:30=07-4 1 1
. 16| - AlZ,1:d) = [-4 & -4 17 :
net: 1 -4 6 —4_ 1). D_as NE | 171=| for iciin-z
benstehende Script zeigt de @ 18- Ali,i-2:142) = [1 -4 6 -4 1]
. 18| — end
Aufbaq_ de_s _Glel_chungssys 20/-| Ainelndin) - (L -4 6 -4
tems fir beliebig feine Diskre- | 21|-| ammnz my =1 1-2 571
- - . 22
tisierung (zu sehen ist der Fg i ) I
Na = 10Q so dass 99 Glei- 24|=| Eigenfrequenzen(l:3) = sgrt{D(l:3)*EI/(rhoA*h*4])/i2%pi] =
chungen entstehen. Die Ergel dl [
nisse werden deutlich besser: seript Ln10_ Col14



http://www.tm-mathe.de/Themen/html/symmetrische_matrizeneigenwert.html
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/losung_von_matrizeneigenwertpr.html
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<) Command Window M=kl Es V\(urden nur die drei k_Ielnsten Eigenfrequen-
: — : zen in das Command Window ausgegeben, ob-
Fil= Edit Wiew “web ‘wWindow Help .
= wohl 99 Eigenwerte berechnet wurden.
= &
Eigenfremquenzen = Die Genauigkeit ist ausreichend, fir eventuell
interessierende hohere Frequenzen und bei
77.5810 251.3202 524.0813 komplizierteren Problemen kann man durchaus
die Feinheit der Diskretisierung noch steigern.
s . : .
« | L|E| Die dann entstehenden grof3en Matrizen sind nur

in einem schmalen Band in der Nahe der Haupt-
diagonalen mit von Null verschiedenen Elemen-
ten besetzt, und es ist empfehlenswert, die
Bandstruktur und die Symmetrie der Matrizen auszunutzen und nur diessesaden
kleinsten Eigenwerte zu berechnen.. Daflr steht iA€LAB-DLL isiasb_m.dll zur Verfi-
gung, die den Aufruf einer Functiasiasb _m gestattet. Die Functioisiasb_merwartet nur
die wesentlichen Elemente der symmetrischen Bandmatrizedigisieinen symmetrischen
Matrizeneigenwertproblems

(A-kB) x=o0 .

Die Matrix A fur das behandelte Beispiel kann als Rechteckmatrix mit nurl8&8eereitge-
stellt werden (diese kompakte Darstellung enthalt die gesamte Infomnati

7 -4 1 0 0] 7 -4 1
-4 6 -4 1 0 ... 0 6 -4 1
1 -4 6 -4 1 0 0 6 -4 1

Ao| e N R N
0O ... 0 1-4 6-4 1 6 -4 1
O ... ... 0 1-4 6 -4 6 -4 (Q
0 ... .. .. 0 1 -4 5 5 0 (

In jeder Zeile vorAsymeand Stehen 3 Elemente, beginnend mit dem Hauptdiagonalelement. Die
letzten (beiden) Zeilen werden mit Nullen aufgefillt. Die Einhedtisix B wird in Band-
Darstellung zum Spaltenvektor.

In dem nachfolgend zu sehenden Matlab-Script wird die MAtiix der beschriebenen Form
(als Asymeand) aufgebaut, die MatriB als mit 1-Elementen belegter Spaltenvektor (mit der
Matlab-Functioroneg. Beide werden der Function isiasb_m mit dem Aufruf

[nc ev Z] = isiasb_m (A,B,3) ;

Ubergeben. Der dritte Parameter gibt die Anzahl der gewunscheams{kh) Eigenwerte vor.
Abgeliefert wird die Anzahl der tatsachlich berechneten Eigeewest ein Vektorev mit
diesen Eigenwerten und die Matix die spaltenweise die zugehorigen Eigenvektoren ent-
halt.

Die ausfuhrliche Beschreibung der Arbeitsweise und der Anwendungshk@&gten der
Functionisiasb_m fur Interessenten der Quellcode und die fir den Aufruf aulaMatfor-
derliche DLL findet man im Bereicklatlab-Femset

Die von isiasb_m gelieferten Eigenvektoren werden im folgendept&er Darstellung der
Schwingungsformen genutzt.


http://www.juergendankert.de/MatlabFemset/Matlab-Femset__Isiasb_m/matlab-femset__isiasb_m.html
http://www.rzbt.haw-hamburg.de/dankert/MatlabFemset/Matlab-Femset__Isiasb_m/matlab-femset__isiasb_m.html
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B} C:\MetDbjects Fusion 4.0%User Sites\TMcu\Dateien\BiegeschwggniB5DiffnE and.m®
File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘web “wWindow Help
DEE| & e o | &8 f | 88 8 3E RE| s x
3 Al
af = clear all
]
G| — L =1 :
Fil thod = 3 :
g - EI = 3000 ;
£
10— nk = 1000 % Anzahl der Abachnitte
11{=| h = L/nk ;
12— n = nh-1 ;
13|=| & = zeroz (n,3) : £ Nullmatrix
14|=| B = pnes in,l) : % Einheitsmatrix (als Bandmatrix)
14
16— &(l,:] = [T -4 1] : % dufban der Matrix 4 als Bandmatrix
17— &iz,:) = [6 -4 17 :
18- for i=3:n-2
10(- Lii,:) = [6 -4 17 :
20(- end
2= Aiin-1,:) = [6 -4 0] :
22|=| A(n ,:) =[5 007 :
23
24— [nc ev Z] = isiasb m (4,B,3) : % ... berechnet die 3 kleinsten Eigenwerte
25 E: und die zugehoerigen Eigenwvektoren
26| — Eigenfrecquen=zen = sgrtiev(l:nc)*EI/ (rhod*h*d)) /(2%pi)
27
28| - z=0:h:1L:
29| - for i = l:nc ¥ nc - Anzahl der tatsaechlich berechneten Eigenwerte
30| - subplot (nc,l,i) ; plot (z , [0 ; Z(:,1i) ; 0]) , grid on , ...
31 title [(strcat(numZstr(i),'. Eigenschwingqungsform')) :
32|=| end —
N e
|script Ln32  Col4

Bemerkung zur Strategie der Realisierung des Differenzenverfalens:

Bei der Anwendung des Differenzenverfahrens zur Verformungsbereclyanader Trager
bilden Ublicherweise die Differenzengleichungen fir alle Tragerpunkt die zusatzlichen
Randbedingungsgleichungen das Gleichungssystem, mit dem alle Verforntaangdeffir die

"Aul3enpunkte™) berechnet werden. Auch dieses Gleichungssystenmédtagidformige Ko-
effizientenmatrix, die allerdings nicht symmetrisch ist.

Zur Formulierung des Eigenwertproblems fur die Biegeschwingumgeden die Randbe-
dingungen genutzt, um die Rand- und Aul3enpunkte vorab zu eliminiereer Dyeringflgig

aufwendigere) Weg fuhrte auf symmetrische Matrizen. Symscbei Matrizen waren zwar
auch fur die Losung inhomogener Gleichungssysteme vorteilhafa (dalbierung der Re-
chenzeit), sind aber fir die Behandlung von groRen Matrizeneiggmal@emen auch aus
numerischer Sicht unbedingt vorzuziehen (symmetrische Matrizeneggrobleme haben
garantiert nur reelle Eigenwerte), so dass der vertretbare Melaradifiir die Elimination der
AuBenpunkte in Kauf genommen werden sollte.
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Prinzipiell ware auch der Weg mit zusatzlichen Gleichungen wtidgbie Randbedingungen
sind dann bei einem Schwingungsproblem aber keine Bewegungsutifédgeichungen fir
einen bestimmten Freiheitsgrad, sondern "Zwangsbedingungen”, wasmsuhmetrische
Matrizen A und B flihrt, wobeiB aul3erdem singular ist. DMatlab-Functioneig verkraftet
dies durchaus, liefert aber (korrekterweise) dann einige komplexe Eigemaverte

Wahrend die Einarbeitung der Randbedingungen bei den beiden Lagerm Beispiel 1
auftraten, automatisch auf symmetrische Matrizen fuhrte, beissinem freien Rand (nach-
folgendes Beispiel) noch "etwas nachgeholfen" werden.

Beispiel 2:

FUr den skizzierten Trager sind die Z ~

. . . S5 EL pA
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg
schwingungen und die zugehorige vz Iz
Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.
Der Trager unterscheidet sich in folgenden Punkten vom Trager des Beispiels 1:

e Weil sich der rechte Randpunkt frei verschieben kann, muss auch fén deskt die
Differenzengleichung formuliert werden, so dass sich bei eimgeilting der gesamten
Lange des Tragers my Abschnitte aucim = na Gleichungen ergeben (der rechte Rand-
punkt hat die Punktnummeay, in die am rechten Rand zwei "AulRenpunkte” eingehen.

* Am rechten Rand verschwinden Biegemoment und Querkraft. Mit diesem éohelbe-
dingungen

n 1

M,, =0 = -ElvV=0 = Z =F(Zn_1—22n+zn+1)= 0
= Zn+1 = _Zn—l + ZZn 1
Fo, =0 = -ElVv'= = z" =2—ﬁ3(-2n_2 +2Z, ,~ 2. *+Z,.,)=0

= Zn+2 = Zn—2 - 22n—l + ZZr1+1 = Zn—Z - 4Zn—1+ 4zn

kénnen die AuRenpunkte+l und n+2 auf die Tragerpunkte reduziert werden. Die Au-
Renpunkte kommen in den beiden letzten Differenzengleichungen (Rudktend n)

vor:
Punkt n—-2: Z _,—4Z .+6Z _,-4Z _+Z, -kZ, _,=0 ,
Punkt n-1: Z ,-4Z ,+6Z ,-4Z +Z ..-kZ =0 ,
Punkt n: zZ, ,-42, ,+6Z -4Z +Z . ,-KkZ, =0

Aus diesen werden mit den aus den Randbedingungen gewonnenen BeziehuAgen die
Renpunkte eliminiert:

Punkt n-2: zZ ,-4Z .+ 62 ,-4Z ,+Z -KkZ ,=0 ,
Punkt n-1: Z .- 4Z ,+5Z2 _, -2Z -kZ,_,=0 |,
Punkt n: 272,.,-4Z,, +2Z, -kZ, =0

Es ist zu erkennen, dass die letzte Gleichung die Symmetridadex A des Eigenwert-
problems verletzt. Eine Division der Gleichung durch 2 heilt didés@mgel. Dass danach
die Matrix B keine Einheitsmatrix mehr ist (das Element in der rechtemamtecke hat


http://www.tm-mathe.de/Themen/html/losung_von_matrizeneigenwertpr.html
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nun den Wert 0,5), ist kein nennenswerter Nachteil. Der untere BeMdg&izeneigen-

wertproblems hat damit die Form:

-4 6 -4 1-«|... 0 1 O

1 -4 5 -2 .. 0 0 1
o 1 -2 1 .. 0 0 O

0

Z. . 0
y 0

* Es muss noch das Lager in der Mitte des Tragers bertcksichtigt werden.dbiguBe

V,,, =0 bzw. Z,,,=0

(Verschiebung verhindert am Punkf2) wird realisiert, indem jeweils in der Zeil@2 der
Matrix A die Ziffernfolgel,-4,6,-4,1durch die Ziffernfolged,0,1,0,0und diel auf der Haupt-

diagonalen in der MatriB durch eine) ersetzt werden. Dabei geht allerdings die Symmetrie

der Matrix A verloren. Weil aber alle Elemente der Spaltz2 wegen der Multiplikation mit

der Nullverschiebun@,,, ohnehin bedeutungslos sind, dirfen auch sie Null gesetzt, und die

Symmetrie ist wieder hergestellt. Dieser Teil der Ma&igieht dann so aus:

-4 6 -4 0 ...
1 -4 6 0 1 ..
A= O 0 1 0 O
1 0 6 -4 1
0 -4 6 -4

Auf der folgenden Seite sieht man ddatlab-Script das
diese Berechnung realisiert. Es liefert im Command W
dow die (praktisch exakten) drei kleinsten Eigenfrequ
zen und in einem separaten Graphik-Fenster (Bild rec
die zugehdorigen Schwingungsformen.

<} Command Window =] E1

File Edit Mew ‘Web Window Help

= 2]

Eigenfrequenzen =

43,6720 310.3943 447.0560

S o

) Figure No. 1 =] B3

File Edit View lngert Tool: “Window Help

B Y

1. Eigenschwingungsfarm

0.0&6
0.04
0.02

1]

-0.02
0

0.04

02 0.4 0.6 08 1
2. Eigenschwingungsfarm

0.02

-0.02
-0.04

0.04

o2 o4 [E  (OE 1
3. Eigenschwingungsform

0.02

D02 -- -

-0.04
0



http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-7/aufgabe_32-7.html
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‘B Editor - C:Programme’,NetObjects',NetObjects Fusion 8" User Site
File Edit Text el Tools Debug Deskbop Window Help

=10 x|

3| x

D | 2BRo o |35

ER|RARE RA|= -] B

ak L Differenzenverfahren, Biegeschwingungen (Beispiel 2
e clear all
e L =1
i rhold = 3
Sl EL = 30ooo o
&
T nk = 4000 ; % Anzahl der Abschnitte
== E = L/nk ;
2= n = nh =
i0 - A = geros (n,3) : Y Nullmatrix
el E = Ones n,1) : % Einheitsmatrix
ALz
ILE = N e B DR S AR SR Rt S SR N |
iy for i=3:n-:2
e B s e N Rt PO | -
kg = end
AbThlat Ain-1:n,:) =[5 =2 0 1007 :
18
19 - nMitte = roundinfz2+0.1)
20 -  A(nMitte-Z,3) =0 ;
S A (nMitte=1 2y =00l
22 -  A(nMitte ,:) = [1 0 0] ;
23|~ BinMitte ,1] =0 :
24 - Ein b B S o DR
25
26 — [ne ev Z] = isziash m (L EB,3] :
27 - Eigenfrequenzen = sgrtiev(l:nc) *EIS (rhold*h*4))/(2%pi)
28
el b0 2] - o RO A I
30 - for ic=T1lince
AN subplot (ne,1,i) ; plot (= , [0 ; Z(:,1i)]) , grid on ,
i title Istrcat (numdstr (i), ' . Eigenschwingungsform')) »
S5t end
R o
| script Ln 33 Col 4 [OWR
Beispiel 3: m

Fur den skizzierten Trager sind die % AN

1, pA

19

kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg =T
schwingungen und die zugehorige r2 2

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; m=2kg; |l=1m.

Die Einzelmasse am rechten Rand soll wie im entsprechendgpiedém Abschnitt "Analy-

tische Losungals Punktmasse (Vernachlassigung der Drehtragheit) beharedd&rnw Damit

kann diedort entwickelte Querkraftrandbedinqung am rechten R#retnommen werden.

Aus
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wird mit der fir die Beispiele des Differenzenverfahrens eingefuhrteirabig

4
k=PAN 7
El
und der Differenzenformel fur die 3. Ableitung:
1 Km
ﬁ(_zn_z + ZZn_l - 22n+1 + Zn+2) +mzn = O

Wie im Beispiel 2 muss Momentenfreiheit am rechten Randsresdliwerden, was wie dort
auf

Zr1+1 = _Zn—l + ZZn
fuhrt, und damit erhalt man aus der Querkraftrandbedingung:
Zr1+2 = Zn—2 _4Zn—1 + 4Zn _ZK—mZn
PAh

Damit stehen auch hier zwei Gleichungen zur Verfiigung, mit deieefrWerte der beiden
rechten AulRenpunkte auf Innenpunkte umgerechnet werden kdnnen. Ein Vengtetsm
Beispiel 2 zeigt, dass nur die letzte Gleichung (Pagkind auch diese nur in einem Koeffi-
zienten betroffen ist:

Punktn: 27 _,-4Z _, +2Z, —K[1+ 2m jzn =0
PANh

Auch hier wird die letzte Gleichung durch 2 dividiert, um ¢ ggy=
. . . . R ) Figure No_ 1 = =13
Symmetrie der MatriXA zu sichern, so dass sich die AbDWe ‘Fie Edt view Inset Took Window Help

chung des Aufbaus der Matrizen von denen des Beispi¢ [nz @ a|xAa ~» /| ® 2
(bei gleicher MatrixA) schlie3lich auf das Element

1. Eigenschwingungsfarm

B :£+ m
"2 pAh

beschrankt. Ein entsprechend modifizierfdatlab-Script
liefert die im Command Window und einem Graphik-Fens ,
zu sehenden (praktisch exakten) Ergebnisse. 2. Eiganschwingungsform

<} Command Window =] B3

Eile Edit “iew ‘web “window Help

B ]

Eigenfrequenzen = 0.02

3. Eigenschwingungsform

207786 242.1275  403.9371

Fr
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Bertcksichtigung von Einzelmassen

Zusatzliche Einzelmassen an den Randern des Tragers werden iartdredingungen be-
ricksichtigt, im Beispiel 3 wurde dies demonstriert.

Zusatzliche Einzelmassen innerhalb des Tréagers, die bei derisstawt Losung (recht auf-
wendig) Uber Ubergangsbedingungen erfasst werden, kénnen beim Differeraemrerf
(&hnlich wie diskrete Lasten, Federn, ... usw., vgl. "Dankert/Dankectinische Mechanik",
Kapitel "Computer-Verfahren fir Biegeprobleme") durch "Verschemé Gber die Breitd
wesentlich einfacher bericksichtigt werden. Dies wird wie folgt begriindet:

Die eingangs angegebene Differenzenformel fir veranderlictge&figkeit und verander-
liche Massebelegung vereinfacht sich fir konstante Biegesteifigkeit

A) h*
Zi—2 _4Zi—l +[6—&of}zi - 4Zi+1 + Zi+2 =0.
El

An jedem Punki kann hier also noch eine spezielle Massebelegung berlcksichtagnver
Wenn bei sonst konstanter Massebelegung an einem Rueikie Zusatzmass®a zu bertck-
sichtigen ist, gilt ausschlief3lich fur diesen Punkt:

o

~47. _ +|6-
El

-2 [

o Z-4,,+2,,=0

bzw.

4
Z, _,—4Z, —1+[6_(1+ r:hjpélh OJZ}Zi - . +Z,,=0.
m m p

Damit kann die bisher verwendete Abkirzung

4
_PAN W
El

weiter verwendet (und als gemeinsamer Faktor aller Element®lateix B vor die Matrix
gezogen) werderEine Zusatzmassem am Knoten i, wird beriicksichtigt, indem aus-
schlie3lich das Diagonalelement der MatrixX8 in der Zeile i, geandert wird: Die 1 wird
durch den Wert

K

BI i :1+l

mi'm pAh
ersetzt.
Die nebenstehende Abbildung zeir £r L R
einen Biegetrager, fur den dies: Q . [

= EL pA
b

"Trick" genutzt werden kann. Mar
findet die Berechnung dieses Bei ! o
spiels im Internet

A
1
'
¥



http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-9/aufgabe_32-9.html
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4  LoOsung mit der Methode der finiten Elemente

Auf der Internet-Seit&rundgleichungen der Finite-Elemente-Methagrden alle wichtigen

Beziehungen hergeleitet, ihre Anwendung wird an Beispielergerdaden Biegetragern de-
monstriert. Es wird gezeigt, dass fur die Berechnung der Eigemsgungen schlie3lich ein
Matrizeneigenwertproblem

(K—sz)vﬂ=o

mit symmetrischen Bandmatrizen entsteht. Die Steifigke™

matrix K und die Massenmatri?d werden aus den Ele P42/
mentsteifigkeits- und Elementmassenmatrizen nach « 1 J
klassischen  Einspeicherungsalgorithmus der  Fin ET (2l Lo

Elemente-Methode aufgebaut (vgl. z. B. "Dankert/Dank: iy

Technische Mechanik", Kapitel "Der Stab als finites E o

ment").

Za P
Als Element wird ein Biegetrager mit 2 Knoten definie T(ze)

Die Knoten haben je zwei Freiheitsgrade: Vertikalverschie-
bung und Biegewinkel (nebenstehende Abbildung). Fur die Vertikalverschiehbiuthgler
Ansatz

7, [zs ) = g[zﬁ )vf =& [zﬁ )‘uz. + 2, [33 )lzp!. +g3[z:z )vi. +8g, [zg )QF'J.-

verwendet mit (vgl. "Dankert/Dankert : Technische Mechanik'piteh "Prinizipien der Me-
chanik")

2 3 5 5
g(z)=1-3 2| +2| 2| ; gy(z,)=2,-2% 4+ 2
Eﬁ 'Eﬂ js Es
2 3 5 5
z z 2z
33(23)=3[fJ _z[fJ ; 34(zg)=—f+§

Auf der oben genannten Internet-Seite wird gezeigt, dass fur kemgeegesteifigkeiEl die
gleiche Elementsteifigkeitsmatrix entsteht wie flr désstestatische Problem (vgl. auch
"Dankert/Dankert: Technische Mechanik”, Kapitel "ComputerverfahneBigeprobleme"):

(12 6, -12 6l
Er |6, 4 -6, 2’
| -12 -6, 12 -6l

61, 217 -6, 4L |

Die Elementmassenmatrix fur konstante MassebelegAngrgibt sich mit dem gleichen An-
satz zu:

156 22! 54 130

pAl | 22, 4} 13, -3
420 | 54 13, 156 -22i

]

-134, -3 221, Al |



http://www.rzbt.haw-hamburg.de/dankert/WWWErgVert/html/grundgleichungen_der_finite-el1.html
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An dem Biegetrager, der als Beispiel 3 in den vorigen Kapitelncheet wurde, soll der
Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix, der Systemmassenmaiiik die Loésung des Matri-
zeneigenwertproblems demonstriert werden:

é
I

Mp4

>
1 .‘“‘

Y
I

El = 3000Nm* ; pA=3kg/m ; m=2kg ; |=1m.

Der Trager wird zur Demonstration des Vorgehens sehr grob in nuer2ekte unterteilt.
Dabei entstehen 3 Knoten, die folgendermal3en nummeriert werden:

# m
p—ll—p—"rl—0
El pA T
- 12 | 12 -

Der Finite-Elemente-Algorithmus umfasst die folgenden Schritte:

e FUr die beiden Elemente werden jeweils eine Elementsteifggkatrix und eine Ele-
mentmassenmatrix aufgebaut. Weil Biegesteifigkeit, Massgie¢eund Elementléange in
diesem Fall fir beide Elemente gleich sind, ergeben sichefde Elemente die gleichen
4*4-Matrizen.

« Die Elementmatrizen werden zu 6*6-Systemmatrizen zusammeutgétainer System-
matrix landet eine Elementmatrix des Elements 1 in der linkereobecke, die Ele-
mentmatrix des Elements 2 in der rechten unteren Ecke. Im téiittelo sich die Ele-
mentmatrizen Uberlappen, werden die Matrixelemente bei diesespditherungsalgo
rithmus addiert.

* Die Randbedingungen werden in die Systemmatrizen eingebaut, indemn eileem ver-
hinderten Freiheitsgrad gehdrenden Zeilen und Spalten der Mateséncigen werden.
Da beide Freiheitsgrade des Knotens 1 (Verschiebung und BiegewimkEller erste
Freiheitsgrad des Knotens 2 (Verschiebung) behindert sind, werderstie drei Zeilen
und Spalten der Systemmatrizen gestrichen, so dass 3*3-Matrizen ubrig bleiben.

» Das Matrizeneigenwertproblem wird gelost.

DasMatlab-Interface zum Finite-Elemente-Baukasten Femestattet auch Einblicke in die
Zwischenstufen des Algorithmus.

Deshalb wird mit denmachstehend zu sehenden Matlab-Saiptachst in den Zeilen 5 bis 9
das Berechnungsmodell definiert, danach werden die jeweils Eleenentmatrizen der bei-
den Elemente (Zeilen 12 und 13), die Systemmatrizen ohne (Zeilen 13)digw. mit Be-
ricksichtigung der Randbedingungen (Zeilen 19 bis 21) berechnet und in dasQubivim-
dow ausgegeben. Der Funktionsaufruf in Zeile 24 16st das Matrizeneigerokétpr



http://www.juergendankert.de/MatlabFemset
http://www.juergendankert.de/MatlabFemset/Matlab-Femset__Biegeschwingung/matlab-femset__biegeschwingung.html

Jirgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 24

B) C:\MetObjectz Fusion 4.0\Uzer Sitez\M atlabFemzet\D ateien\Femzet_Komponent... [H[=] E3
FEile Edit ‘“fiew Text Debug Breakpointz ‘web ‘wWindow Help
DEeE| 2o = | &S A5 88 E 8RS sex
1 % Berechrmngsmodell [(Aufgabe 32-8): | —
2= clear all
3
4 % FEM-Eerechnungsmodell:
al- ®y = [0 2 0.5 ;1] :
Bl-| km=[ 1 2 : 2 3]:
7l-| ep = [3000 5 ; s000 3] ;
g - Ex =[11 ;10 ;00]:
9| = wk = [00 ;00 ;2 0] :
10
11 % Elementmatrizemn:
12— [Eelen Melem] = elemat m (1 , 2 , ®¥ , kn , ep)
13— [Eelem Melem] = elemat m (2 , 2 , x¥ , kn , ep)
14
15| - [succ K M] = Eigsys m (®y , kn , ep , kr , mk] ;
16| | Esys = SymBandzZQuad (K) % Svstemnatrizen ...
17— Mays = SymBandzZOuad (M) % wor Einarbeitung der Randbhedinonangen
18
14| - [succ Kg Mg] = Eigwbc m (xy , kn , ep ., kr , mk) :
20( - Ezvsq = SymBandzQuad (Edq) % Svstemmatrizen
21— Mavsg = SymBandZOuad (Mgl % nach Einarbeitung der Randbedinouirgen
22
23 % Loesung des Eigenwertproblens
24| - [ omegs wi] = femeig w (2 , ®x¥ , ko , ep , kr , wk) :
28| - Eigenfrequenzen = omeda/(2%pi) % Eigenfrequenzen
26| = draweimqwecs (¥ , km , kr , wi) ; % dchwingunogsformen =eichnen —
« | o
|script \Ln26  Col 64

Zum Berechnungsmodell: ky stehen die Koordinaten der 3 Knoten, bezogen auf ein (belie-
biges) hier im Knoten 1 liegendes Koordinatensystem (“Koinzidenzmatrix”) enthalt die
Zuordnung der Knoten zu den Elementen (zu Element 1 gehéren Knoten 1 urielément

2 die Knoten 2 und 3). In der Elementparametermafristehen in jeder Zeile 2 Werte flr ein
Element: BiegesteifigkelEl und MassebelegungA. Die Matrix der Randbedingungeam
signalisiert fur die jeweils zwei Freiheitsgrade der Knddéertikalverschiebung, Biegewin-
kel) mit einer 1 eine "verhinderte Verschiebung", mit einer Ofrélie Verschiebungsmég-
lichkeit. In der Matrix der diskreten Masserk konnen analog dazu fur jeden Knoten eine
Einzelmasse und ein Massentradgheitsmoment definiert werden.

Weil die Ergebnisse (Eigenkreisfrequenzen) in der Dimension diesd#halten, die bei den
GroRRen des Berechnungsmodells gar nicht vorkommt, gilt die drindendehier nattrlich
eingehaltene) Empfehlung: Flir das Berechnungsmodell sollten konsequé&mluiterkg,
N undm flr alle Werte verwendet werden. Dann erhalt man die Eigesflaguenzen mit der
Dimensions ™.

Alle Ergebnisse werden in das Command Window ausgegeben. Sie wurden im folgiéthden B
mit Erlauterungen so zusammengestellt, dass man die Zusammgalmagschen den ein-
zelnen Matrizen erkennen kann.
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Man sieht, dass die Elementmatrizen direkt auf die entsprechepdgiorien in die System-

matrizen eingespeichert werden. Auf den Positionen, auf die Aaigslererschiedenen Ele-
mentmatrizen gelangen (hier sind es die Bereiche, die zum iK@agehoren), werden diese
addiert. AnschlieRend wurde in der Systemmassenmatrix auf dean destbeiden zum Kno-

ten 3 gehdrenden Hauptdiagonalelemente die Zusatzmassekg erganzt.

In den SystemmatrizerK(und M) sind zunachst die geometrischen Randbedingungen (ver-
hinderte Verschiebungen) unbericksichtigt. Am Knoten 1 sind beide Vebscigen (Verti-
kalverschiebung, Biegewinkel), am Knoten 2 nur die Vertikalverschielkartgndert. Weill

fur Eigenwertprobleme das Beriicksichtigen der verhinderten Vebsstgen durch “Zeilen-
Spalten-Streichen” zu empfehlen ist, ist diese Strategie au€bmset realisiert. Das bedeu-
tet, dass in beiden Systemmatriz€und M die ersten 3 Zeilen und die ersten 3 Spalten zu
streichen sind. Es verbleibt das allgemeine symmetrischezBlaigenwertproblem mit zwei
3*3-Matrizen.

Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementmassenmatrizen:

Element 1 Element 2
288000 72000 -ZB8000 72000 2ga000 72000 -288000 72000
K = 72000 24000 -72000 12000 K = 72000 24000 -72000 12000
el -2E8000 -72000 ZB8000 -72000 el -2gg000 -7z000 2gg000 -7z2000
72000 12000 -72000 24000 72000 12000 - 72000 24000
= 1
[~ r
0.5571 0.0393  0.1928  -0.0232 0.5571  0.0393  0.1929 -0.0232
0.0393 0.0036  0.0232  -0.0027 _ 0.0393  0.0035  0.0232  -0.0027
M1= 0.1929  0.0232  0.5571  -0.0393 ﬂd;z— 0.1929  0.023z  0.5571  -0.0393
e -0.0232  -0.0027  -0.0393 0.0036 -0.0232  -0.0027 -0.0393  0,0036
= i
Systempteifigkeitsmairix X Systemmassenmatrix| M
288000 72000 -288000 72000 0 o 0.5571  0.0393  0.1929  -0.0232 0 0
72000 24000 -72000 12000 0 0 0.0393  0.0038 _ 0.0232  -0.0027 0 0
-288000 -72000 576000 0 -285000 72000 0.1828  0.0232 | 1.1143 0| 0.1929  -0.0232
72000 12000 0 45000 -72000 12000 -0.0232 _ -0,0027 0 | 0.0071| 0.0232 -0.0027
0 0 -285000 -72000 288000 -72000 o o | 0.1s29 | 0.0232 | 2.5571 | -0.0393
0 0 72000 12000 -72000 24000 0 0 |-0.0232 |-0.0027  -0.0393 0.0036
Elementanteil +
Allgemeines symmetrisches Matrizeneigenwertproblem: m=2kg
43000 -72000 12000 ) 0.007L  0.0232  -0.0027
-72000 238000 -72000 — M 0.0232 2.5571  -0.0393 "n =0
12000 -72000 24000 -0.0027  -0.0393  0.0036

Nach der Lésung des Matrizeneigenwertprc :
lems (Zeile 24 im Matlab-Script) werden di
Eigenkreisfrequenzen in Zeile 25 auf Freque Eie Edit Wiew Web Mindow Help

zen umgerechnet und in das Command W =i
dow ausgegeben. Diese konnen mit den ex |Figenfrequenzen =

ten Werten verglichen werdeKdpitel 2 dieses

£0.7807  Z80.8350

Skripts:
f1 exakt = 20,785-1 ; Toexakt = 242,1$_1 . o AIj
Die folgenden Schlussfolgerungen sind vere L4 I r

gemeinerungsfahig: Wahrend die erste Eige
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frequenz schon mit zwei Elemente ERIETELIE (=] B3

hervorragend angendhert wirc FEile Edt Wiew Insett Tooks Window Help
zeigt die zweite Eigenfrequen JJD ZEHE| MA A A/ pED
erhebliche Abweichungen von
exakten Wert. Die Finite-Elemente
Methode ist ein Naherungsverfal
ren, und die Ergebnisse sind imm 02k
nur so gut, wie die Ansatzfunktio

nen in der Lage sind, die exakte ol

Verformungen anzunahern. Be

einer Rechnung mit mehr als zwx

1. Eigenschwingungsform

Elementen werden auch die Erge 'D'_?jz R S R
nisse fur die héheren Frequenze : ' ' ' ' '
sehr schnell besser. Schon bei eir 2. Eigenschwingungsform
Einteilung der Tragerlange in ¢ ' ' ' ' '
Elemente erhalt man auch fiir de 2 T

2. Eigenwert mit

of b——m0 « T~ ]
foexak = 242,217 =

einen ausgezeichneten N&h 02t .
rungswert.

In Zeile 26 des Matlab-Script:
werden die beiden Eigenschwir
gungsformen in ein Graphik-
Fenster gezeichnet (nebenstehendes Bild).

0.2 a Dz D& O [@OF 1 1.2

Die ausfuhrliche Beschreibung der Berechnung dieses Beispiels (@& Berechnung mit
beliebig vielen Elementen) mit der Mdglichkeit zum Download dliatlab-Scripts findet
man unter Matlab-Femset dBeispiel: Eigenschwingungen eines geraden Biegetrégers"

Die Beschreibung der Berechnung der in diesem Skript in den Kapitend 3 als Beispiele

1 und 2 behandelten Aufgaben mit der Finite-Elemente-Methode findet man unte
"Eigenschwingungen eines geraden Biegetragers, Beispiel"Eigenschwingungen eines
geraden Biegetragers, Beispiel 2"



http://www.juergendankert.de/MatlabFemset/Matlab-Femset__Biegeschwingung/matlab-femset__biegeschwingung.html
http://www.tm-aktuell.de/TM3/Aufgabe_32-6/aufgabe_32-6.html
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5  Variationsproblem, Verfahren von Ritz

Die Ermittlung der Eigenkreisfrequenzen eines Biegetragdrsleni(veranderlichen) Biege-
steifigkeit EI und der (veranderlichen) Massebelegwagwird durch die Differenzialglei-
chung 4. Ordnung (vgKapitel 1dieses Skripts)

(E1 2"} -a? pAZ =0

beschrieben. Sie ist ein Sonderfall der in "Dankert/Dankertariische Mechanik" im Kapi-
tel "Prinzipien der Mechanik" angegebenen Differenzialgleichéiimgdie ein Randwertprob-
lem durch ein &quivalentes Variationsproblem ersetzt werden kadresem Fall fuhrt dies
auf dasvariationsproblem fiir Biegeschwingungen

:%I(EI 2" - a pAZ?) dZ%ZCka*%ZCT,kZLZ“;“’ZZ'\"kzk2:> Minimum
| K k “

(als Energieanteile, die nicht Gber den Integralausdruck eviasden, wurden hier Energien
in diskreten Federn mit den Federzahtgndiskreten Drehfedern mit den Federzahtep
und diskreten Massévii berticksichtigt).

Dieses Variationsproblem kann ndherungsweise nach dem Verfahr&itza@eltst werden,
vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik", Kapitel "Prinizipien echanik”. Ein Ritz-
scher Ansatz

i=1

(Ansatzfunktionerv; missen jede fir sich die geometrischen Randbedingungen erfiten)
Uber die Minimalbedingungen

CLLISY (i=1,2,...m)
03,
auf ein"Allgemeines symmetrisches Matrizeneigenwertprobtem"
k11 k12 k:Im mll m 12 m in a 1 O
k12 k22 an _wz m12 m22 mﬁn a2 — O
Kiw Kom oo Kim My, M, ... M. |/la, 0
mit
kij = J- El Vi"V;' dZ+ zckvi ,kvj,k + ZCT,kVi',kV;,k
| k k
und

m,;, :IPAVi Vi dz 42 MY
| k

Die Losung des Matrizeneigenwertproblems liefert die QuadtateEigenkreisfrequenzen,
fur die das homogene Gleichungssystem nichttriviale Losungen hafrahl der Ansatz-
funktionenm bestimmt die Anzahl der zu berechnenden Eigenkreisfrequenzenud®aori-

gen Eigenvektoren liefern dagWerte, mit denen der Ritz-Ansatz Naherungen fur die Eigen-
schwingungsformen ergibt.


http://www.tm-mathe.de/Themen/html/matrizeneigenwertprobleme.html
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Folgende Schritte sind also fur die Losung einer Aufgabe mit deaadRen Verfahren erfor-
derlich (siehe auchVVerfahren von Ritz fir Biegetraggr"

Es sindm Ansatzfunktionen (Vergleichsfunktionen) so zu wahlen, dass sigedimetri-
schen Rand- und Ubergangsbedingungeffbsenkung, Biegewinkel, wenn an bestimm-
ten Stellen vorgeschrieben) erfiillen. Je mehr Ansatzfunktionen néetveverden, desto
genauer werden die Ergebnisse.

Mit den Ansatzfunktionen werden dig und m; errechnet, die die beiden (symmetri-
schen) Matrizen des Eigenwertproblems bestimmen. Dabei sind u.imrbestntegrale
zu losen.

Die Losung des Matrizeneigenwertproblems liefert die QuadtateEigenkreisfrequen-
zen und die jeweils zugehdrigen Koeffizienten des Ritz-Ansatzasjtvauch die Eigen-
schwingungsformen bekannt sind.

Die Matlab-Scripts der nachfolgend behandelten Beispiele basg&imtlich auf folgenden
Strategien:

Als Ansatzfunktionen werden ausschlielich Polynomfunktionen verwendese Dr-
maoglichen die Anpassung an beliebige geometrische Rand- und Ubergangshegdim
und werden von Matlab komfortabel unterstitzt.

Die bestimmten Integrale werden numerisch geldst, vgl. den Béeidionerische Integ-
ration" unter"Mathematik fir die Technische Mechanik"

Dafur wird dieSimpsonsche Regetit beliebig feiner Unterteilung des Integrationsinter-
valls verwendet.

Das Matrizeneigenwertproblem wird mit der von Matlab bereigdjéssh Function eig
gelost.

Beispiel 1:

Fur den skizzierten Trager sind di -

kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg El p4
schwingungen und die zugehoérige E
Schwingungsformen zu ermitteln:

g

L
\

i |

Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.

Im Internet findet man das komplet#atlab-Script Nachfolgend werden die einzelnen Pas-
sagen des Scripts beschrieben:

Zunachst werden die Parameter definiert (Zeilen 8 bis 10).
soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass bei Sch
gungsproblemen zwar im Ergebnis (Eigenkreisfrequenz) die| = g/_| g;
als Dimension vorkommt, nicht aber in den gegebenen We| 4g/-| rhoa
Es qilt die nachdrickliche Empfehlung: Man verwende 3§

7 % Parameter:

8- tl 1 ;

30ao0
3 ;

schlie3lich die Dimensionem, kg und N, dann erhalt man die
Eigenfrequenzen in der DimensisH.

Die Ansatzfunktionen mussen die drei geometrischen Randbedingungen erfillen:

v(z=0)=0 , V(z=0=0 , v(z=I)=0

Das einfachste Polynom, das diese Bedingungen erfullt, ist das Polynom 3% Grade


http://www.juergendankert.de/WWWErgVert/html/verfahren_von_ritz_fur_biegetr.html
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/numint.html
http://www.tm-mathe.de/Themen/html/numint.html
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({7

Man Uberzeugt sich leicht, dass auch die héheren Polynomfunktionen

) )

die geometrischen Randbedingungen erfillen.

Matlab unterstitzt das Arbeiten mit Polynomfunktionen recht komfortdkiel Definition
eines Polynoms erfolgt durch die Angabe der Koeffizienten. In eckidgemrfern werden,
beginnend mit dem Koeffizienten vor der hochsten AbleitungnéieKoeffizienten des Po-
lynomsn-ten Grades angegeben. Das Polynom 3. Grades wird auf diese Weise durch

PL = [1/t173 1/t172 0 0] ;

definiert ¢ | steht fur die Tragerlangg. Im nachfolgend zu sehenden Ausschnitt aus dem
Matlab-Script sind 5 Ansatzfunktionen in den Zeilen 14 bis 18 definiert:

13|=| m =5 :

14| - Pl = [1/€1*3 -1/t1~2 0 0] :

15/=| P2 = [1/£1%4 -1/£1%3 0 0 0] ;:

16| - P3 = [1/c€l*5 -1/c1~4 0 0 0 O]
17| P4 = [1/tl*6 -l/tl*5 000 0 0] ;
18/=| PF5 = [l/cl~7 -l/tl™6 00 0 00 0] ;

Fur die Berechnung der Matrixelemente des Matrizeneigenwbtgmns werden die Ablei-
tungen der Ansatzfunktionen bengétigt, die mit der Matlab-Funktatyder erzeugt werden:

21| = F1D

polvder (P1l):

i FZD = polyder (PZ2):

23| - F3D = polwyder (P3):
24— PAD = polyder (Pd):
28— PED = polyder (P5);

26

27— FIDD = polyder (PL1D) :
28| - FZDD = polyder (PED) :
29| - F3DD = polyder (P3D) :
11 FADD = polyder (P4AD) :
|- FEDD = polwyder (PSD)

Die Matrixelemente sollen mit numerischer Integration berechmetden. Fur die
Simpsonsche Regetllie einfach zu realisieren ist und ausreichende Genauigkeitt ligfird

das Integrationsintervall in aquidistante Abschnitte der Breitiz = I/n unterteilt 6 muss
geradzahlig sein), dabei entstelgyr n+1 Stitzstellen, die vof bisn nummeriert werden.
Das bestimmte Integral

I:jydz

z=0

wird dann genahert durch di#gmpsonsche Regel
Az
| =S (Yot 4, + 2y, + 4y + Yt At F Yot 4ty

Dabei sind digy; die Werte des Integranden an den Stitzstellen.
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In der folgenden Passage des Matlab-Scripts wird die numeriselggalibn vorbereitet. Zu-
nachst werden die-Koordinaten der Stuitzstellen festgelegt (Zeile 38), danackiemnedie
Werte der Biegesteifigkeit, der Massebelegung und der Ansatifnakt einschliel3lich der
Ableitungen fir alle Stitzstellen berechnet. Fur die Berechnunguitionswerte der (Po-
lynom-)Ansatzfunktionen wird die Matlab-Functipolyval genutzt:

33 o
34 % Worbereitung der mumerischen Integration und der Ergebnisauswertundg:

35| n =100 ; % Angahl der Adbschnitte £ir numerische Integration

36| = dz = £l /' n : % Breite eines Integrationsinterwvalls

A= ns=n+1: % Anzahl der Stitzstellen

3a( - 3 =0 : dz @ tl : % Koordinaten der Jtitzpunkte

24

40|=| EIa = geroz (nd , 1) :

41| = rhod3 = zeros (nd , 1) :

42

43 L 22Z22222222222 ANPASSEN AN DAS AETUELLE PEOELEM WON HIER ... Z2222222222222222222
44|=| EIS(l:n3) = EI : % Konstante Biegesteifigkeit und ...

45| = rhod3(l:n3) = rhok : % ... konstante Massebelegqung

46 L 22E222222222222 ... BIS HIER 2282 828 el el il 222822822282
a7

438 Y FPunktionswerte und 1. und 2. Ableitung der Ansatzfunktionen an den 3titzstellen
49(= w3 11 = polyral (P1 P40 I

all=| w3 1,2) = polywral (P2 , 231 :

al|l=| w3 1,30 = polyral (P3 , 231 :

a2l=| i :,4) = polywval (P4 , 231 :

[
[
[
[
83[=| w3 (:,5) = polyval (P& , ES1Y O
[
[
[
[

a4|=| wds (:,1) = polywal (P1D , =3)' :

a5|=| wd3 (:,2) = polywval (PED , =3)' :

a6|=| wd3 (:,3) = polywal (P3D , =z3)' :

a¥|=| wds (:,4) = polywval (P4D , =3)' :

88|—| wd3 (:,5) = polywval (PED , =3)' :

89 = | wdd3i:,1) = polywal (P1DD , =3)' :

BO{=| +wdd3(:,2) = polwwal (PEZDD , =3)' :

61— | wdd3i:,3) = polywal (P3DD , =3)' :

G2|=| wdd3i:,4) = polywal (P4DD , =3)' :

G3|—| wdd3i:,5) = polywal (PEDD , =3)' :

B4

65| — subplotim+l,1,1) ; ploti{zd , w3(:,l:m)) ; grid ; title('Ansatzfunktionen:') ;
a1

B o

In Zeile 65 werden die Ansatzfunktionen gezeichnet, um auf dieses\&fi@is optische Kon-
trolle der Erfullung der geometrischen Randbedingungen fir alletZns&tionen zu reali-
sieren.

Der nachfolgende Ausschnitt zeigt den Aufbau der beid&ém-Matrizen des Matrizenei-
genwertproblems (zur Erinnerung:ist die Anzahl der Ansatzfunktionen). Die Zeilen 74 bis
86 realisieren die numerische Integration fur je ein Matrixehérder MatrizerK undM: In
den Zeilen 74 bzw. 75 werden die beiden Wggtendy, der Simpsonschen Regel berechnet,
in den Zeilen 78 bzw. 79 die UbriggnWerte, die abwechselnd mit den Faktodehzw. 2
multipliziert und summiert werden. In den Zeilen 85 bzw. 86 werdesdnemen (der Inhalt
der Klammer in der Simpsonschen Regel) zi8 multipliziert:
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63 % Aufban des allgemeinen Matrizen-Eigenwertproblenms:

B9 —| K = zeros (m , m) ;

0| - M = zeros (m , m) ;

71

72| - for ii = l:m % Fchleife ber alle Gleichungen
73| - for 33 = L:n % ii-te Zeile (Eoeffizienten kij)
74— summel = ET3 (1) *wddS(1l,11)*wdd3(1,99) + EIZ (n3)*vddsins,ii)*vdds(ns,19) :

75— Summe? = rhod3(li*wS (1,1i)%w3  (1,33) + rhodSind)*v3 (n3,ii)*ws  (ns,33)

76— faktor = 4 ; % Mumerische Integratiom ...

Eirl for k¥ = 2:tn % ... nach Simpsonascher Regel ...
8- Summel = Summel + EIS (k) * wdd3(k,ii) * wdd3 (k,3j3j) * faktor ;

4 - Summe? = Summe? + rhodS(k) * w3 (k,ii) * w3 (k,33) * faktor ;

20| - if (faktor == 4) faktor = 2 :

81— elsge faktor = 4 ;

82— end

83— end

a4 % 33333333333333 ANPASSEN AN DA3 AFTUELLE PEOELEM WON HIER ... 3333333333333333333333333
gs(- E{ii, i) = Summel*dz/3 ;

86| - Miii,j3) = Summez*dz/3 ;

ar % 33333333333333 ... BIS HIER ... 333333333333333333333333533333333333333333333333333333
88— end

28| - end

Schliel3lich wird das Matrizeneigenwertproblem mit déatlab-Functioneig gelost (Zeile
92). In Zeile 95 werden die Eigenkreisfrequenzen in Eigenfrequenzgerechnet, die in
Zeile 97 sortiert und in Zeile 99 in das Command Window ausgegelrdernwdanach wer-
den die Eigenschwingungsformen gezeichnet:

91 % Lisen des allgemeinen Eigenwertproblems:
92(—| [V D] = eig (E , M) :
53
94— for i=l:m
45| - fii) = sgqre(Dii,i)) 4 (2%pi) :
96| — end
9y = [£ , Index] = zorti(f) :
498 - if (m > 3) mm = 3 ; else nm = o ; end [ % Maximal 3 Eigenfredquenzen ausgeben ...
99| = Eigenfrequenzen = £(l:mm)
100
101( = z=0:tl/im: £l ;
102 - for i = l:imm % ... bzw. Eigenschwinqumgsformen zeichnen
103 - wo= w3 % VW, Index(i)) :
104 - subplot (mm+l,1,i+l) ; plot (2 , ¥) , grid on , ...
105 title (streoat{numZstr(i),'. Eigenschwincqungsform:')) :
106( = end
Nebenstehen.d sind die Ergebnisse
Command Window zu sehen. Es werden r < — :
. File Edit “iew ‘Web ‘wWindow Help
3 der 5 berechneten Eigenfrequenzen aus
geben, weil die héheren Frequenzen wese |~ [
Eigenfrequenzen =

lich ungenauer sind (wenn héhere Freque
zen interessieren, sollte eine grofRere Anz
an Ansatzfunktionen verwendet werder
Ein Vergleich mit denexakten Werten |.. =
(Kapitel 2 zeigt fur die ersten 3 Eigenfre q | _'|:I
guenzen eine ausgezeichnete Ubereinst
mung.

TT.593F £51.539%5 539.:Zlle
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Dass die mit dem Ritzschen Verfahren berechneten Weriale etwas gréf3er sind als die
"exakten" Werte, ist kein Zufall. Der "Zwang, mit vorgegebenen Schwingungsformen
zu schwingen", macht das System steifer, und damit werden die Freguzen hdher.

Die Ausgabe in das Graphik-Fenster bestatigt, dass die Amsdinnen die geometrischen
Randbedingungen erfillen. Die Eigenschwingungsformen zeigen dietetemaierlaufe:

-} Figure No. 1 =] B

File Edit “iew Inzett Toolz ‘Window Help

nzaanar /@20

Ansatzfunktionen:

1. Eigenschwingungsform:

0 T :
0.05 . :
il : — :
2. Eigenschwingungsform:
0.1 T : T T
0 e oo e
0 : | | :
3. Eigenschwingungsform:
0.02 , ; : T
| SR S onenees -
0 : : : :
0 02 0.4 0B 08 1
Beispiel 2:
Fur den skizzierten Trager sind die ™ i Y '
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg ., W P
schwingungen und die zugehorige 12 12

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.

Es kénnen die gleichen Ansatzfunktionen wie fir das Beispiel 1 verwaredden, wenn
man die Nullstelle fur die Verschiebung in den Puki/2 =1, legt, also:

(e ]
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Die Funktionen gelten naturlich Gber den Lagerpunkt hinaus flr die gesamte dmggeDie
Anderung des Matlab-Scripts beschrankt sich also auf die Zeilen 13 bis 18:

13[=] m =5 ; tlh = t£l/2 ;

14[=| Pl = [1/tlh*3 -1/tlh*2 0 0] ;

15(=| Pz = [1/tlh*4 -1/tlh"3 0 0 0] ;

16(=| P3 = [l/tlh*5 -1/tlh*4 0 0 0 0] :

17[=| P4 = [1/tlbh*6 -1/tlh"5 0 0 0 0 0]

18(=| P5 = [1/tlh*7 -1/tlh*s 0 0 0 0 0 0] ;
Mit dieser kleiner_1_ Anderung (im Int_erne
findet man das geéndeiftéatlab-Scripy wird Fie Edt ‘View web window Help
das Beispiel 2 berechnet. Im nebenstehen — —

Command Window sieht man, dass die ers
beiden Eigenfrequenzen (im Vergleich
den exakten Ergebnissen aus dem Kapitel 49.9487 310.5240 S1L.0679
sehr gut gendhert werden, wahrend der dr
Eigenwert schon eine signifikante Abwe [::

chung zeigt. 4| | b

Eigenfrequenzen =

Bertcksichtigung von Einzelmassen und Federn:
Einzelmassen flieRen tUber die Elemente der MMrix die Rechnung ein:

m; = ij v, v; dz +Z M Vi KV
| k

Der erste Summand wird durch numerische Integration erzeuginwalsen beschriebenen
Matlab-Script bereits realisiert ist. In Zeile 86 wird deef\fur ein Elementn;; in die Matrix
M eingespeichert. Wenn an einem Punkt mit der Nunkreene Einzelmasskl, zu berlck-
sichtigen ist, muss nur diese eine Zeile erweitert werden:

Mii,jj) = Sume2*dz/3 + Mk*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Einzelmassen an anderen Punkten werden durch weitere Summalslerti.rea

Die Berucksichtigung diskreter Federn ist vergleichbar einfaehfli&len tber die Elemente
der MatrixK in die Rechnung ein:

_ no,m 1 1
i —J'Elvi VI dZ+ D0V Y+ D GV
| k k

Auch hier wird der erste Summand durch numerische Integration erzeag)im oben be-
schriebenen Matlab-Script bereits realisiert ist. In Z88ewird der Wert fiir ein Elemethi;
in die MatrixK eingespeichert. Wenn z. B. an einem Punkt mit der Nurkreare Feder mit
der Steifigkeitc, zu berticksichtigen ist, muss nur diese eine Zeile erweitert werden:

K(ii,jj) = Sunmel*dz/3 + ck*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Federn an anderen Punkten werden durch weitere Summandsiert, bei einer

Drehfeder mit der Steifigketrx muss mit den Ableitungen der Verschiebungen multipliziert
werden, der Summand lautet dann:

cTk*vdS(k,ii)*vdS(k,jj)
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Beispiel 3: m

FUr den skizzierten Trager sind die % ~ I oA .
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg = P
schwingungen und die zugehérige Iz vz
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m:; m=2kg; I=1m.

Die Aufgabe kann mit zwei kleinen Ergénzungen im Matlab-Script &8r Beispiel 2 gelost
werden:

In Zeile 10 wird der Wert fur die diskrete Masse ergdl 7 s p .
. . . . % Parameter:
(als mk bezeichnet, um Kollision mit dem bereits vg = g-| ;

= l ;
wendeten Parametar — Anzahl der Ansatzfunktionen| | g/-| gr - zo00 :
zu vermeiden). In Zeile 86 werden die Elemente | 1po|-| rhoa = S : mk = 2

Matrix M um den Anteil der diskreten Masse erweitert

85| - E{ii,jj) = Summel*dz/3 ;
86 Miii,i3) = Summez*dz/3 + mk*ws(ns,ii)*vsing,i3)

Mit diesen _Andgrungen entsteht an erweiEe
M_atlab-Scrlpt mit dem das Beispiel 3 gelos Fle Edit View Web \window Help
wird.

) BN
Im nebenstehenden Command Window Si |Eigenfredquenzen =
die Eigenfrequenzen zu sehen, die ekakten
Werte (Kapitel 2) sehr gut nahern. 20.8588 243.9630 439.2906

= -
1| | 3

6  Der Rayleighsche Quotient

Wenn fur die Naherungslosung des Variationsproblems ein RitzschetzAnganur einer
Ansatzfunktion entsprechend

Z(z)=av (2

verwendet wird, degeneriert das homogene Gleichungssystem fBeslignmung der An-
satzparameter zu einer Gleichung:

(k, ~a’m,,)a=0
mit
Ky = [EIT" dz+) %+ ¢, 07
| k k
und

m, = [pAV dz+> M, .
| k
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Daraus lasst sich eine Naherungsformel fur das Quadr&igkemkreisfrequenz erzeugen, der
so genannte Rayleighsche Quotient:

[E1V? dz+Y @+ ¢\ v
— | k k

 [pAV dz+ Y M,
| k

Damit kann in der Regel nur eine recht grobe Naherung fir einekeEasfrequenz erzielt
werden, es sei denn, die gewahlte Ansatzfunktion ist der Eigemgghvgsform sehr ahnlich.
Das nachfolgende Beispiel demonstriert dies.

Beispiel 1: _

Fur den skizzierten Trager ist eine Nah - A

rung fiir die kleinste Eigenfrequenz d« El p4 T
. . . . v

Biegeschwingungen mit dem Rayleig} [

L
I

i |

schen Quotienten zu berechnen
Gegeben:El =3000 Nnf ; pA=3kg/m; I=1m.

Bei Verwendung einer beliebigen Funktion, die naturlich die geomedns®andbedingun-
gen erfullen muss, ist das Ergebnis erwartungsgemaf sehr ungenau. Di¢uAksan

liefert z. B. die Eigenfrequenz
f1 ~103,1s™

Dies ist ein unbrauchbarer Wert, wie ein Vergleich mit @éiakten Wer{f; exak = 77,60s™,
vgl. Kapitel 2dieses Skripts) zeigt.

Ein wesentlich besseres Ergebnis ist zu erwarten, wenn man eine alsstostBiegelinie als
Ansatzfunktion verwendet.

Es bietet sich natirlich an, die Biegelinie fur einen Tra
mit konstanter Linienlast zu verwenden. Fur den neb dp
stehend skizzierten Trager mit konstanter Biegesteifig| ,
El gilt (vgl. z. B. "Dankert/Dankert: Technische Mech
nik", Kapitel "Verformungen durch Biegemomente") |_ [

|4 z\* z\’ z)’
vl Ip(2) _5[2] 4 3[Z
48E| I I I
Als Ansatzfunktion muss nur der Inhalt der eckigen Klammer verwendet werden. Mit

o=2(1) (i) - (i)

erhalt man die ausgezeichnete N&herung:
f1 = 77,76s™

AN
e
|
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Die Rechnung kann durchaus noch von Hand erledigt werden, was allereiggs der Feh-
leranfalligkeit nicht zu empfehlen ist. Man sollte zumindestHlige eines symbolisch rech-
nenden Programms in Anspruch nehmen. Nachfolgend iSetienung mit Mapleu sehen.

Die AnsatzfunktionvS wird mit der Maple-Funktiordiff zweimal abgeleitet, anschlie3end
werden mit der Maple-Funktiomt Zahler und Nenner des Rayleighschen Quotienten be-
rechnet. Schlie3lich wird aus dem Rayleighschen Quotienten mivatgegebenen Zahlen-
werten die kleinste Eigenfrequenz ermittelt:

FiMaple 8 - [Untitled (1] - [Server 1]] M= Eq
@ File Edit ‘“iew Inzett Fommat Spreadshest window  Help _|E’|5|

z®R[R[3] [ [=@] [=[Z] ZITE] EE] =218
] [ %]

restart; ﬂ
v8:=z - 2%(z/1)"4-5%(=z/1)"3+3*(=z/1)"2;

224 523 322

v =z 3 1 3 + 5
i i i i
[ wsdd:=diff{diff(vs8(=z),=2),2);

[

Vo[

2422 Nz 6
viadd = - +
3 2
1) ;

I .-,"4 ! !

[> k[11] :=int (EI*vS5dd"2,=z=0..1)

: EL

117 =

I 5.-,"3

[> m[11l] :=int {rhof*v5(z)"2,=2=0..1) ;

19 rhad !

630
[ > omegaQuadrat:=k[11]/m[11];

4536 Bi

P’.’Ell =

omegaluadral = p
i 191 ried
(> EI:=3000; rhoa:=3; 1:=1;

E=3000

rhod =3

i i=1

[> £[1]:=evalf({sqrt{omegaQuadrat)/{(2*Pi));
fl =" TEA22607

=

[ Time: 23s |Bytes 306M |  Avaiable: 182M |

Das folgende Matlab-Script I6st die Integrale numerisch mitvde Matlab angebotenen
Functionquad. Dieses Script und ein weiteres Script, das eine Modifikatiomnué&apitel 5
benutzten Scripts fur das Ritzsche Verfahren ist und die Integral&ir das Ritzsche Ver-
fahren mit der Simpsonschen Regel |6st, findet han
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B} C:AMetObjects Fusion 4.0%Uzer SitesATm3\DateienVAufg32 6 _Raylm

37

File Edit “iew Test Debug Breakpointz web ‘'window Help
DSl P Ele o | & #f | % EEE RS | sewfE=
1 % Biegeschwinqunogen gerader Traeger, Bavleighscher Quotient, Aufgabe 32-6. =
2 function Aufg3Z & Rayl
1l clear all
4
a % Parameter:
2] tl =1 ; EI = 3000 ; rhok = 3 ;
7
g % Ansatefunktion und deren 2. Ableditundg:
9= global w3 w3DD
10| = w3 = [2/£1*d -5/£1*3 3/tl~2 0 0] ; % Biegelinie bei konstanter Linienlast
11— w3DD = polvder (polyder (w3)): % Z. Ableitung der Ansatsfunktion
12
13[=| k1l = EI +*quadifkllfun,0,tl] :
14— mll = rhod*quad(@mllfun,d,tl) :
14
16| — Eigenfrequens = sqrt(kllsmll) / (Z2%pi)
17
18 function ¥ = mllfun(x)
19| = global w3 w3DD
20| - ¥ = [(polyvali{vid , ®)1.%2 :
21
22 function ¥ = kllfun(x)
23— global w3 v3DD
24(=| v = (polywal(wsDD , =])1."2 : —
Al [
|AUfg32_G_Rayleigh |Ln2 Cal 23

Das Ergebnis erscheint im Command Windc
und ist identisch mit dem symbolisch mit Map
errechneten Wert.

Es gilt eine entsprechende Aussage wie fur da
Ritzsche Verfahren: Die mit dem Rayleigh-
schen Quotienten zu berechnenden Werte sinc
Obergrenzen flr den tatsachlichen Wert.

<} Command Window =] 3

File Edt “iew “Web Window Help

==
Eigenfrequenz =

.64

>> |

1| | b




	1 Differenzialgleichung
	2 Analytische Lösung für Träger mit konstantem Querschnitt
	3 Lösung mit dem Differenzenverfahren
	4 Lösung mit der Methode der finiten Elemente
	5 Variationsproblem, Verfahren von Ritz
	6 Der Rayleighsche Quotient

