Dankert/Dankert: Technische Mechanik, 5. Auflage
Losungen zu den Aufgaben, Teil 4 (Kapitel 15 - 17)

|Lb'sung 15. 1;| Jeweils drei 2*2-Untermatrizen einer Element-

Steifigkeitsmatrix werden in die System-
Steifigkeitsmatrix iibertragen (Skizze rechts, durch
il die Schraffur gekennzeichnet).

Die "Nullen" in der System-Steifigkeitsmatrix deut-
% en an, welche Positionen von keinem der 11
Elemente belegt werden.

Element-Steifig-

keitsmatrix
000 O] 10 -1 0] 4 2 -4 -2
10 -1 0 0 0 1 -2 -1
a 0 0 2a 10 254 4 2
1 0 1

| Losung 15.2: | a) System-Steifigkeitsbeziehung, aus der sich mit u, =0, F; =0 und
u. =0 die Ergebnisse fiir ) und c) ergeben:

(EA/D), - (EA/I), 0 [«

.| [F, - (BAw,AT),

(EA/D), +(EA/L), -(EA/D),||uy| = |Fy+ (EA o, AT), - (EA o, AT),

B
(EA/L), ||u F.+ (EAa,AT),

C

b) wuy=-5la,AT =-16:10*1 ; ¢ F, =2EA AT = 322,56 kN

| Losung 15.3: | Der nachfolgende Ausschnitt aus einem Bildschirm-Schnappschuss des
Programms "Statisch unbestimmte ebene Fachwerke" zeigt die berechneten
Stabkrifte (Dimension: N).

Stabkrafte:

F=1 = -10000
Fs2=10

F=3 = 14385943
F=4 =-7a72.1359
F35 = -6434 73224
FS6 = 3365.2475
F57 = 12569504
F58 = 13562303
F=8 = -5795.3735
FE10 = -7130.45:31
F311 = 4260.9903

a) Die Stibe 1 und 2 diirfen auf keinen Fall entfernt werden.

b) Stab 11.
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| Losung 16.1: | a) d,,=7986 mm (d,,=80mm) ; b) 48,8 %

| Losung 16.2: | 3

a,,= ﬂ =2466 mm = a =25 mm |,
‘ zul e
Fl/2 +oga’, 1%/8
O . = © 8 dgen = 1943 N
3 2
agew/6 mm

Das Aufrunden des errechneten Wertes fiir @ geniigt, das Eigengewicht erfordert keine groflere
Abmessung des Quadratquerschnittes. Dieses Ergebnis ist repriasentativ: Im Allgemeinen kann
das Eigengewicht gegeniiber der sonstigen Belastung vernachléssigt werden, was natiirlich nicht
gilt, wenn das Eigengewicht die wesentliche Belastung ist.

6Fz
h(z) =
(2) bo__
| Losung16.4:| b = /3D/3 , h = 6D/3

| Lisung 16.5: | a) |M,| .. = 64,0 Nm am Angriffspunkt der Kraft 3F;
b) b,,=843 mm.

| Losung 16.6: | a) a,,=6,35mm; b) d,=7,92mm.

| Lisung 16.7: | a) |M,| e = 6960 Nm am Angriffspunkt der Kraft F ;
b) O e =140 N/mm? .

Lisung 16.8: | a) |M,)| .. =2587,5 Nm am Angriffspunkt der Kraft 3F ;
b) O e =219 N/mm? ;
c) Ja.

Lisung 16.9: | a) |M,| . =2250 Nem in der Mitte des Trigers;

b) aerf,l = 2932 mm ; aerf,Z = 2,46 mm .
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Lhong T2 il

a) 1.) v, (zy=a)=0, 7
v, (2,=0)=0 2177 22

Do Gein (m=0) T T i WT <
. Vi (gy=a)=v, (L, = ’ a d
4.) v, (z,=b)=v; (2;=0), ‘ ‘
5.) v; (z3=¢)=0,
6.) v, (2,=0)=0, 8.) v, (2,=d)=0,
7.) vy (zz3=¢)=v," (z,=0) , 9.) v, (z,=d)=0 .
b) Zusitzlich zu den unter a) angegebenen Randbedingungen:
10.) v,” (z,=0)=0, 14) vy" (z3=0)=0,
11.) v,"" (z,=0)=FIEI , 15.) v, (z,=b)=v;""(23=0) ,
12)) v," (zy=a)=7," (2,=0) , 16.) v;" (zz3=c¢) =v,” (2,=0) .

13.) v,” (z,=b)=0,

| Losung 17.2: | F = 113 g,a

| Losung 17.3: | Gesamtschwerpunkt bei ys =0,8184 cm ;

Flichentrigheitsmoment: I, =13,59 cm*.
Eigengewichtsbelastung entspricht konstanter Linienlast mit
, = (4,87 +2-0,88) kg/m - 9,81 m/s* = 65,04 N/m
Lastfall f (Abschnitt 17.4) liefert: v, = (g, 1*)/(8 EI) = 0,117 mm .

Losung 17.4: N 13 _ 119 . B
| | F,,=0; F,, = 1152qll’ FB—qul, F.=—q,l.

| Lésung 17.5: | Die Ergebnisse werden unter .

oS3 E] m QI7
skizzierten Koordinaten angegeben. /

Verwendung der nebenstehend

Biegelinie und Schnittgroen werden also jeweils - % - %
mit zwei Funktionen beschrieben: —— .

_ ‘11 1 3 1 2 2| _ qla Zl 2 Zl
a) L= = |=ay - ——a’z | = — |1 —=-1{ .,
EI|120 120 120EI\ a a
oot s 1 s 1 a2 1 s
2 11120a™> 30 % 60 > 120 ?
g, a* [ z z)* z,)? Z
= 1 2022 -4l 2 4222 41
120E1 a a a




b)

c)

e)

-
|

Fay = 0 ’ E' Ma A:Eﬂi%
Py ‘
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2 2
a a
M'M=—Elvl”=—q1 6L -2 S S
120 a 60 a
2- 3 2- 3
a Z a Z Z
Mm=—m¢%—q1 20| 2| —2a2 4= 1L 5|12 _e2 |,
120 | a a 30 a a
P L. N ] (2 T
of 20 = ¢ 10| \a

Die Lagerreaktionen werden aus den SchnittgroBBen berechnet. Mit den in der Skizze
angegebenen Definitionen fiir die Lagerkrifte ermittelt man aus Gleichgewicht an den
freigeschnittenen Lagern:

- -1
v — FQ](O)_ 20 qla s "

M, = M,(0) = éqlaZ,
M, M,
Fy, = F,(0)-F,(a) oi(0) bf() M,5(0) foz(@)
SO
(0) ‘F (0)
F, =—FQ2(a)= lioqla. @2 Fe

v =

Notwendige Bedingungen fiir Extremwerte der Durchbiegung in den beiden Bereichen:

=\2 = =\ 4 2 =

< < < < <

JJ—zi l)—u(2)+4£+1
a a a

a a

Die erste Gleichung hat zwei Losungen, von denen eine (z, = 0) die Randbedingungen
(keine Durchbiegung und horizontale Tangente) an der Einspannung widerspiegelt und
fiir die Beantwortung der Frage nicht von Interesse ist. Die zweite Gleichung hat vier
Losungen (Berechnung siche www.DankertDankert.de), von denen nur eine im Bereich
0 < z, < 0 liegt. Die interessierenden Losungen (Stellen der relativen Extremwerte) und
die dazugehorigen Durchbiegungen sind (die maximale Durchbiegung tritt erwartungs-
gemdl im zweiten Bereich auf):

g, a’

120E1

3

=0, v = =0.

120E1

4

le a = v =

w | N

z, = 0,55468 a = v

Fiir das grofite Biegemoment kommen die Stellen A und B in Frage (Bereichsgrenzen
des ersten Bereichs mit linearem Momenten-Verlauf) und ein eventuell im zweiten
Bereich vorhandener relativer Extremwert. Zur Ermittlung dieser Stelle wird die
Nullstelle der Querkraft F,, berechnet:
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— 5 _ |2 _2\ — 2
Fp=0 = g=[2a = M,(5=2) = 00509qa

Momente an den Grenzen des Bereichs 1:
M,,(z,=0) = 0,01667g,a> ;

M, (z,=a) = - 0,03333 ¢, a*

Das absolut grofite Biegemoment
liegt im rechten Bereich. Den
qualitativen Verlauf des Biegemo-
ments zeigt die nebenstehende Skiz-
ze.

0,01667 q,a°
\

My,

0,05099 q,a”

~

Ve ~
-~ B'I N

A \\\7& c

-0,0333 q,a”

Kontrollrechnung mit dem Programm "Statisch unbestimmte gerade Biegetriger":

Lagerreaktionen:

F1=-0.03
b1 = -0.01 BEEEE

3 F2=025

*"Fa

F=t="

I

Biegelinie

1.3

I Fi=03

wmax = 0.0044381 beix=1.5545775

Biegemoment

e

|Mbmazx| = 0.050294907 beix = 16324556

Qo ehraft

|Famax| = 0.3

Schnittgrizen

‘ Werachighunoen

Zurdick zur Eingabe
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Nach dem Aufschrei-
ben der Differenzial-
gleichungen der Biegelinie 4. Ordnung
fiir die beiden Bereiche unter Verwen-
dung der nebenstehend skizzierten
Koordinaten wird das Gleichungssystem
fir die acht Integrationskonstanten
formuliert.

Losung 17.6:

Die Losung des Gleichungssystems wird
sinnvollerweise einem Mathematik-Pro-
gramm {iibertragen. Danach kann die
Biegelinie aufgeschrieben werden. Man
sollte allerdings auch die Auswertung
dem Programm iibertragen.

Nebenstehend ist das Ergebnis der Be-
rechnung mit Matlab zu sehen. Die
maximale Durchbiegung erkennt man im
linken Bereich. Der Ort wird auch nume-
risch ermittelt (Bedingung: Biegewinkel
ist gleich Null). Mit Matlab errechnet
man:

= 69,656 mm bei z, = 521,4 mm .

vmax

Der Ort des maximalen Biegemoments
istdie Bereichsgrenze (Angriffspunkt der
Kraft F):

(M, |,.. = 1,435 kNm .

‘ max

Die Federkraft erhilt man aus der Bezie-
hung

F.=cv,(z;=0) .

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhilt
man:

F.=1,766 kN .

Man hat mehrere Moglichkeiten, die
Ergebnisse zu verifizieren:

. In das Momentengleichgewicht
um das rechte Lager gehen die

]
%‘ ¢ ET, El, 2
4
21 22
_ioix]
File Edit ‘Wew Insert Tools Deskiop  window  Help u

D& hRaMe || 0H 8O

Biegelinie

0.02

0.04

0.06

0 oz 04 06 0.8 1 1.2 1.4

Biegemoment

0.2 0.4 08 08 1 1.2 1.4

Querkaft

drei gegebenen Belastungen und die Federkraft ein. Aus dieser Gleichung kann die
Federkraft berechnet und das oben angegebene Ergebnis bestitigt werden.

. Das Momentengleichgewicht um den Angriffspunkt der Feder (oder das Gleichgewicht
der vertikalen Krifte bei bekannter Federkraft) liefert die Lagerkraft des rechten Lagers,
die der Querkraft an diesem Punkt entsprechen muss.

. Auch das Biegemoment am Kraftangriffspunkt kann bei bekannten Lagerreaktionen aus
einer statischen Gleichgewichtsbedingung berechnet werden.
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. Eine besonders wirkungsvolle Kontrolle liefert eine Berechnung mit einem Programm,
dem das physikalische Modell der Aufgabe beschrieben werden kann. Nachfolgend ist
das Ergebnis der Berechnung mit dem Programm "Statisch unbestimmte gerade
Biegetriager" zu sehen:

Lagerreaktionen:
F1 =1765.7142
F3=1794 2858
3
200 400 E00 g00 1000 1200 1400
Biegelinie
wmax = 69650055 beix= 52141955
Biegemoment
|Mbmax| = 1435428 6 beix= G600
Quediraft
’\ YWerzchiehungen
Schnittgrizen
|F2max| = 205 76433 Zurick zur Eingabe
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